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Yet Another 連続体仮説の解説
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本資料について

• 本資料は連続体仮説と公理的集合論 ZFC の独立性，特に連続体仮
説の否定が ZFC と無矛盾なことを，多少厳密性を犠牲にすることによ
り，直観的に解説することを試みます．

• 前提知識としては，高校卒業程度の数学の知識を仮定しましたが，大
学初年度程度の集合論の知識があった方が読みやすいと思います

• 本資料の関連情報として私の次のサイトがあります
n http://www.cs-study.com/koga/index.html

u集合論，圏論，束論，半群論などについて勉強しながら纏めを書いています

u集合論については本発表と関連の深い項目が載っています

u誤りや勘違いがあるかもしれませんので，よく吟味しながら参照してください
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内容

1. 連続体仮説とは

2. 素朴集合論要摘

3. 証明論とモデル理論，および，レーベンハイム・スコーレムの定理

4. 公理的集合論 ZFC 概要

5. ZFC と連続体仮説の否定の無矛盾性
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連続体仮説とは

• 集合論の創始者のカントールにより提起された次の仮説である

• 数学および計算機科学などの数学の隣接領域では，「関係」や「関数」
など，今日，集合の概念に寄らないでは理論を組み立てられないくら
いに集合論の基礎的な概念が浸透している

• 連続体仮説は集合論の大問題であり，私自身，これを知りたいという
欲求は常にあったが，やはり「難しそう」なので学習を躊躇していた

• 今回，いくつかのチュートリアル（本資料の終わりに列挙）を読んで，
分かった気になったのでそれらをまとめてみた

• まずは上の問題をもう少し正確に把握するために準備をする

4

自然数の集合 ℕ と実数の集合 ℝ の間には
それらの中間的な大きさ（基数）の集合は存在しない

（この仮説の正確な意味は次スライド以降に記述）
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準備：無限集合の大きさの定義

•有限集合では

n要素を一対一に対応させて，

u丁度対応が付けば同じ大きさ（|A|=|B|と記す）

u片方が余れば余った方が大きい

　　（余り方により|A|<|B| または |A|>|B|と記す）

u（|A|<|B| or |A|=|B| ）を|A|≤|B| と記す

•無限集合では

n同様の考えで大きさを決めたいが...
n同じ集合同士で対応の方法により，対応が付
く場合と付かない場合がある

n無限集合の大きさの定義

u二つの集合の間に一つでも過不足なく一対一
の対応があれば同じ大きさ

uどうしても片方が余れば，余る方が大きい
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準備：無限集合間の対応/非対応の例

• 自然数の集合ℕと有理数の集合ℚは対応が付く
n 有理数を順に並べることができればℕと一対一に対応が付く

n 0 以外の有理数は既約分数 p/q, -p/q for p,q∈ℕで表現できる

　　　　{0}, {1/1, -1/1}, {1/2, 2/1, -1/2, -2/1}, ..., {...　　　}, ...

n ℕと一対一に対応が付く集合を可算（無限）集合（countable set）という

• 自然数の集合ℕと[0, 1]:={x∈ℝ | 0≤x≤1}⊆ℝ は対応が付かない
n [0, 1] の数の2進数表現が1列に並んだとする注）
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n=2, 3, 4, ... に対して，p+q = n で既約な p, q に対して，p/q と -p/q を並べる

ℕ　     区間 [0, 1]
0        0.x00 x01 x02 x03...
1        0.x10 x11 x12 x13...
2        0.x20 x21 x22 x23...
...
n        0.xn0 xn1 xn2 xn3...
...

●実数
　　0.y0 y1 ... yi ... 
　は自然数に対応付いているか？

　　⇒いない！ n番目の数とnケタ目で異なる

●[0, 1] の実数の集合はℕより真に大きい！

●ℝは[0, 1] を含み，ℕより真に大きい！

yi=1 if xii=0
   0 if xii=1

注）0.1000...=0.0111... のように２進の実数には2種類の表現があるので厳密な証明ではない
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あらためて連続体仮説とは
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・整数の集合 ℤ, 有理数の集合 ℚ, 代数的数の
　集合などの大きさは ℕ と一致してしまう

・なかなか中間的な大きさの集合を構成する
　ことはできなかった

連続体仮説（カントール）

ℕ

ℝ
X

すべての自然数の集合 ℕ と，すべての実数の集合 ℝ の間に，その両者の
大きさ（基数）と等しくない中間的な大きさの集合 X はあるか？

全要素間の
１対１対応が無い

全要素間の
１対１対応が無い

ℕ
X

疑問

0, 1, 2, ... 0, 1, 2, ...

π, e, ...

ℕ
0, 1, 2, ...

?

・ℕ と ℝ の中間の大きさ（基数）をもった集合は存在しない
　（ℝ は，ℕ の次の大きさを持つ無限集合である）
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参考：ℝの主要な部分集合の大きさ
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・整数の集合ℤ
・有理数の集合ℚ
・有理数の拡大体ℚ[√2]
・代数的数の集合
　（有理数係数多項式の根の集合）

ℕ ℝ
＜

0, 1, 2, ...
0, 1, 2, ...

e, π, ...

・任意の区間 [a, b] where a<b
・空集合でない任意の開集合
・任意の完全集合（perfect set）
    A⊆ℝが完全
　　　　⇔∀x∈ℝ ∀ε>0 ∃x1∈A
　　　　　　　　 |x-x1|<ε

無限の要素を持つ閉集合

どちらか
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連続体仮説の（半）決着

• カントール自身は連続体仮説を証明することはできなかった

• 1900年 ヒルベルトが23の未解決問題の第１番目として挙げる

　　　　　　　　　　　　　   

　　　　　

　　　　　　　　  

• 1938年 ゲーデルが連続体仮説の肯定が ZFC と無矛盾であることを証明

• 1963年 コーエンが連続体仮説の否定が ZFC と無矛盾であることを証明

　結果として，連続体仮説は ZFC と独立であることが示された
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（数理論理学，公理的集合論（ZFC）の整備）
　　・ZFC の公理系の整備（～1925年ごろ）
　　・完全性定理（ゲーデル 1929年）
　　・不完全性定理（ゲーデル 1930年）

ℝの基数が何であることが人間にとって自然であるか？　数学にとって有用であるか？
という問題は残され，検討が続けられている

連続体仮説の現状
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本発表の目的

• 連続体仮説の否定と公理的集合論ZFCの無矛盾性証明について，多少
厳密性は犠牲にしながら，直観的な説明を試みる

• なぜ，「肯定」ではなく「否定」の無矛盾性証明か？
n なんとなく，すごそうだから

u「肯定」はなんとか頑張れば出来そうな気がする

Ø 実際，肯定は1938年，否定は25年遅れて，1963年に証明されている

Ø もちろん，出来そうな気がするだけで決して出来ないのではあるが！

n 「否定」の証明でモデルの構築技法が面白いから

uZFC の既存のモデルに手を入れて，連続体仮説の否定に必要な写像をモデ
ルに組み込む手法は，色々な公理の無矛盾性を示すために有用

n 無限の概念についての示唆に富む内容だから

uこれは否定に限った話ではないが，無限には次々に大きな基数があるという
我々が普通想像している無限とは違った無限に出会うことが出来る

u我々は宇宙の大きさや素粒子の小ささなど色々な無限に思いを巡らせる．ま
ずは，自分の頭の中の無限を認識することは良いことだろう（付録２）．

10
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本日の発表内容
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連続体仮説とは

証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理

公理的集合論 ZFC (Zermelo-Fraenkel + Choice) の概略
　・レーベンハイム・スコーレムの定理の再考（可算推移モデルの構築）

ZFC と連続体仮説の否定の無矛盾性
　・ℕ と ℝ の間に中間的な大きさの集合を押し込む
　・それが新たな ZFC のモデルになっていることの確認

証明論

・論理式記述の構文と推論規則

モデル理論
・論理式の意味

レーベンハイム・スコーレムの定理
・モデルのサイズのコンパクト化

素朴集合論の要摘
　・正の面：　集合という単純な原理により自然数から実数，複素数までの(再)構築
　・負の面：　数々のパラドクスの発生（発覚）→集合論と自分らの論理への不信
　・数学の基礎確立（研究）の動きへ

今は
ここ
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素朴集合論の要摘

• 「連続体仮説」の理解に必要な集合論の知識を得るため，まずは，い
くつかの定義や命題をピックアップして直観的に述べる

• 素朴集合論はその終盤には数々のパラドクスが顕現して，妥当性が
揺るぐことになるが，同時に，数学の基礎の再考を促し，数理論理学
と公理的集合論の上に再度構築されることになる

• 今日，一般に「素朴集合論」と呼ばれて大学初年で学習されているも
のは，さすがにパラドクス（矛盾）を生じてしまうようなあからさまな素
朴さはなく，公理的集合論 ZFC を自然語で柔らかく言い直したものの
ように思う

• 今回も，後で公理的集合論 ZFC の概要は述べるが，この素朴集合論
で述べたことは，その新たな基礎のもとで再度使って行く

12
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集合論の誕生

• カントールにより解析学（フーリエ級数）の研究から始まったらしい

13

・フーリエ級数はテイラー級数と違い，微分不能関
数や非連続関数でも表現することができるが，１点
で値が違っても同じ関数として表現されてしまう．

・同じ関数と表現されるのは１点の値の違いだけで
なく，有限個の場合もそうだし，また，有理数上で異
なる位では同じ関数として表現されてしまう

・では，どれだけの点で異なれば別の関数として表
現されるだろう？

フーリエ級数は熱の伝導など物理現象の解析に使われていたもので，
このように現実の世界に近いところの問題意識で生まれた集合論があ
のように非常に抽象的な学問に育っていったのは興味深い

どれだけの点で値が元の関数と異なれ
ばフーリエ級数近似に変化があるか？
有理数の点上で違う位では変化しない．
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素朴集合論の要摘：集合の定義

•定義
n集合とは「もの」の集まりである

n集合 X の中の「もの」は X の要素，あるいは元と呼ばれ，「もの」 a が集合 
X の要素であることを a∈X と書く．a が X の要素でないときは a∉X と書く

u集合に個々の「もの」が含まれるかどうかは，

　　　不確定要素なし一意に決定できる必要がある

n集合 X と Y について次の性質が成立するとき 
　　　Y は X の部分集合であるといい，Y⊆X と書く

　　　　　　∀y (y∈Y ⇒ y∈X)
（Y⊆X とY∈X は異なる関係であることに注意）

•基本的な性質（要請）
n集合 X と Y はそれぞれの要素が一致するとき等しいとする（外延性の公理）

　　　　∀a (a∈X ⇔ a∈Y) ⇔ X=Y
n何も要素を持たない集合が存在する．これは上の外延性の公理から一意に

　定まる．これを空集合といい，∅で表す．
14

X
・a

・y

Y
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外延性の公理について

• 外延性の公理（再掲）＝集合の identity を確立するもの
n ∀a (a∈X ⇔ a∈Y) ⇔ X=Y
n つまり，持っている要素が同じ集合を同じと見なすということ．集合論の考え方

に慣れてしまっているために違和感がないかもしれないが，かなりスゴイことを
言っている．財布の中身が同じ客は店員にとって皆同じみたいな．

• これはかなり強力な公理で，これのおかげで次のことが言える
n ∅が一意に決る

n 自然数は全部異なる（後述）

15

10 10 10 10 10 50
財布

10 10 10 10 10 50
財布

いらっしゃいませ
100 円様で

ございますね

えっ！ Otsk さん，お勘定，大丈夫ですか？

ふふふっ
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集合の表現方法と基本的な演算

• 外延的表現
n 集合が含む要素を，{ と } の間に全部列挙する e.g., {2, 3, 7, 11, 13, 17}

• 内包的表現
n φ(x) を「もの」x に関する条件とするとき，φ(x) を満たす「もの」の集まりを

　　 {x | φ(x)} と表す．e.g., {p | p は20以下の素数}
n xをある集合Aに含まれるものだけに限定するときは {x∈A | φ(x)} と表す

• 基本的な演算

16

X Y X∪Y := {z | z∈X or z∈Y}
X∩Y := {z | z∈X and z∈Y}
Y - X :={z | z∈Y and z∉X}
（普通は，Y∖XだがY-Xと書く人
　もいる）

さらに，

X が集合{X0, X1, X2, ...} で
各Xi が集合のとき，

∪X := X0 ∪ X1 ∪ X2 ∪...
∩X := X0 ∪ X1 ∪ X2 ∪...
ここで，X は無限集合でもよい
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素朴集合論のブライトサイドとダークサイド

• 私見ではあるが，素朴集合論のブライトサイドとダークサイドを書く

n ブライトサイド

u19世紀までの数学の（再）構築を可能にした

u数学上の概念の厳密な記述を可能にした

u無限集合の世界という新しい数学を開いた

n ダークサイド

u数々のパラドクスの顕現

n 数学の基礎の確立とその上で厳密な集合論の展開へ

17
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集合論のブライトサイド：１９世紀までの数学の（再）構築

18

●自然数 0, 1, 2, 3, ...
0     := ∅
1     := {0} = {∅}
2     := {0, 1} = {∅, {∅}}
    ・・・

n+1 := {0, 1, 2, ..., n}=n ∪ {n}

ℕ   := {0, 1, 2, ...}
ℤ   := {(n, m)  |  n, m∈ℕ}/～Z     (n, m) は n-m を意図する
            where (n1, m1) ～Z (n2, m2) if and only if n1+m2=n2+m1
ℚ   := {(n, m)  |  n, m∈ℤ, m≠0}/～Q (n, m) は n/m を意図する
            where (n1, m1) ～Q (n2, m2) if and only if n1*m2=n2*m1
ℝ   := {(Q1, Q2)  |  Q1, Q2⊆ℚ, Q1∪Q2=ℚ, q1<q2 for q1∈Q1, q2∈Q2}
       （(Q1, Q2) は，「デデキントの切断」で，Q1 と Q2 の間の実数を意図する）

ℂ   := {(a, b) | a, b∈ℝ}  (a, b) は a + bi を意図する

●いろいろな数の集合 ℕ, ℤ, ℚ, ℝ, ℂ 

複素数まで構成できれば，任意の代数方程式の解が用意されたことになる

・外延性の公理から全部異なる

・有限集合しかできない
　（こうやって作った集合を
　　全部集めると次のℕになる）
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「関係」，「関数」などの厳密な定義が可能になった

• 集合論の言葉を使うことによって，「関係」，「関数」などの言葉が厳密
に定義され，より正確な数学的議論を可能にした

• 関係も関数も集合として表されていることに注意．集合論の中だけで
これらの概念が定義できている

19

概念 意味

順序対 「もの」a, b に対して集合 {{a}, {a, b}} を a と b の順序対と言い，
(a, b) で表す（kuratowski）．
　(a1, b1)=(a2, b2) ⇔ (a1=a2 かつ b1=b2) である

直積 A と B を集合とするとき，集合 {(a, b) | a∈A, b∈B} を A と B の直積と
言い，A×B で表す

関係 A と B を集合とするとき，R⊆A×B を A と B の関係という．
dom(R) := {a∈A| (a, b)∈R}, rng(R) := {b∈B | (a, b)∈R}と記す．

関数 A と B を集合とし，関係 F⊆A×B が次の条件を満たすなら，F を関数と言う
　　∀x, y1, y2, (x, y1)∈F かつ (x, y2)∈F ならば x1 = x2
つまり一つの x∈A に対しては一つのy∈Bが決まるということである．



2018/10/17 (C) All Copyrights reserved 2018, by Akihiko Koga

関数の分類と集合の大きさの比較

• 定義
n A, B を集合とし，関数 f : A → B が

u単射 (injection) であるとは

Ø x1≠x2 なら f(x1)≠f(x2)
　であること

u全射 (surjection) であるとは

Ø f(A)=B
　であること

u全単射 (bijection) であるとは，

　　全射であり，かつ，単射であることである．

n 二つの集合 A, B は
uA から B へ単射があるとき，A の基数は B の基数以下であるといい，

　|A| ≤ |B| と書く

uA から B へ全単射があるとき，同じ基数を持つといい，|A|=|B|と書く

20

x1

x2

f(x1)

f(x2)

f
→

A B

x1≠x2 なら f(x1)≠f(x2)

A Bf
→

（注意）ここでは集合 A に対して基数が定義されているのではなく，あくまで，
２つの集合の比較の文脈で「基数」という単語が使われている

f(A)=B
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無限集合の比較と無限の順序数の概念

• 自分自身の真の部分集合との間に全単射がある集合を無限集合という

• 無限集合の比較に関する基本的な定理

n これらから，集合の基数の比較は全順序（total order）であることになる

• 冪集合という，次々に大きな集合の生成手段
n 集合は冪集合（そのすべての部分集合の集合）をとることにより，次々に，真に大

きな集合を作り出すことができる．
n 特に，無限集合の冪集合をとっていくことにより，次々に大きな無限集合列を作り

出すことができる
n 実は実数の集合ℝは自然数の集合ℕの冪集合になっていることが証明できる

21

定理（カントール・ベルンシュタイン） 定理（基数の比較可能性）

２つの集合A, B に対して
 |A|≤|B| かつ |B|≤|A| ならば|A|=|B|
（A→B, B→A の単射があれば，A→Bの
全単射がある）

選択公理（後述）を仮定すれば，任意の
２つの集合 A, B に対して
   |A|<|B|     |A|=|B|       |B|<|A|
のどれかが成り立つ
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冪集合

• 定義
n X を集合とする．X のすべての部分集合の集合を X の冪集合（powerset）と言

い，2X あるいは P(X) と書く．
　　　　　　　　2X = P(X) := {Y | Y ⊆ X}

• 定理
n X を集合とする．このとき，

|P(X)| > |X|
【証明】

関数 f : X →P(X) を任意にとる．このとき e∈P(X) があって，∀x∈X に対して，
f(x)≠e を示せば，f は任意だったので，どんな関数をとってきても X →P(X) 
の全単射にはならないことが分かる．
e:={x∈X | x ∉ f(x)} とおけば，

　　a∈X が f(a)=e となったとすれば
　　　　a∈f(a)→a∉f(a)
　　　　a∉f(a)→a∈f(a)
となり，矛盾．
よってXとP(X)の間に全単射はない．■

22

X P(X)

f
e

{x∈X | x∉f(x)}

a?
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無限集合の大きさの整理：順序数と基数（１）

• 自然数は，∅, {∅}, {∅,{∅}}, ..., n, n∪{n}, ... と作っていけた

• これは無限集合でも続けることができる．これを順序数（ordinal）と呼ぶ

• 順序数（ordinal）は空集合∅から x':= x ∪ {x} と極限 注）の作用で
次々に集合を大きくしていった系列であり，順序をとらえるための指標

• 後述の選択公理を仮定すると，すべての集合に対して，その集合と全
単射がとれる順序数が存在する

23

∅ {∅}=1 {∅, {∅}}=2 3 ... ω=ω0 ω0+1 ...

・有限集合である順序数 ・無限集合である順序数

注） X, X∪{X}, ... の後ろに，それら全部を合わせた集合を置くこと
　　そのような順序数のうち，最初のものがすべての自然数の
　　集合ωである
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順序数と基数（２）

24

• 与えられた集合と全単射で対応が付く順序数の中で最小のもの（次に定
義される基数）を，集合の大きさを測る指標として採用できる．

• 順序数の系列の内のお互いに全単射がある最小の順序数を基数
（cardinal）と言い，集合の大きさを測る指標

• 以前は，２つの集合が与えられたとき，それらの大小比較のために導入
した基数の概念 （|X|≤|Y|のとき，X の基数は Y の基数以下である）は，
集合単独でその基数を決めることができるようになった．

...ω=ω0 ω0+1∅．．． ω1

・有限の順序数は
そのまま基数

... ω2 ... ωω ...

↑
基数

↑
基数

↑
基数

↑
基数

...

...

全単射が無い 全単射が無い 全単射が無い 全単射が無い

ωαは
ℵαとも言う
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選択公理による任意の集合への基数の割り当て

• 任意の集合 X が与えられたとき，選択公理から，X には「整列順序
（任意の部分集合に最小元がある順序）」を導入できる．

• 整列順序を持つ集合 (X, ≤) はどれかの順序数 β と同型になる

• 順序数 β からはそれと全単射がある基数 γ が一意に定まる

25

∅, ．．．, ω, ...     γ    , ...,   β   , ...

X (X, ≤)
整列集合恒等写像 id

順序数基数

同型写像 f
（全単射かつ順序を保つ）

全単射 g のあるもので最小の順序数がγ

全単射 g・f・id=g・f

∀
つまり，集合 X の
大きさを基数 γと

きめることができる

順序数
および

基数の列
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集合論のダークサイド：数々のパラドクスの顕現

• カントールのパラドクス
n すべての集合の集合 V を考える． V はすべての集合の集合なので 2V ⊆ V ，
　　つまり，|2V|≤|V|．しかし冪集合の性質から，2V はVより真に大きい．

• ラッセルのパラドクス
n 集合 R = {X | X∉X}を考える．R∈RかR∈R か？

uR∈R なら R の定義から R∉R
uR∉R なら R の定義から R∈R

n 参考：　R は上の「すべての集合の集合」 V に対し
id : V → 2V

　　で，V の要素と対応が付かない要素
　　 {X | X∈id(X)=X} と一致する．

26

すべての集合の集合 V ⊇ 2V　⇒ |V| ≥ |2V|
しかし，冪集合の性質から　　   |V| < |2V|

矛盾

矛盾

V 2V

id
R?

R := {X | X∉id(X)}

ラッセルの集合 R は，2V の中で
V の要素と対応が付かない要素

X X
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パラドクスの解決に向けて数学の基礎の確立の動き

• 集合論を発端に顕現してきた数々のパラドクスの解決のために，数学
での「正しい」推論とはなにか，その上での集合論での記述といった数
学の基礎確立の動きがでてきた

• 連続体仮説は，それらの上に考察されなければならない

27

数々のパラドクスの顕現
（カントールのパラドクス，ラッセルのパラドクス，・・・）

数学の基礎の確立
（数学で用いることができる

「正しい」推論とは何か）
集合論の厳密な記述

そのほか
（自己参照を含まない
　言明や型理論などの

検討）

数理論理学により厳密に記述された集合論のもとでの
連続体仮説の考察
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ヒルベルトの23の問題（1900年 国際数学者会議パリ）
（日本語 Wikipedia から最初のいくつかをピックアップした）

28

第１と第２に今回の発表に関連する問題があげられているのは興味深い
# 問題 問題の概要

1 連続体仮説 「実数の部分集合には（高々）可算集合と連続基数の集合の二
種類しか存在しない.」 という仮説の真偽

2 算術の公理と無矛盾性 算術の公理が矛盾を導かないことを証明せよ

3 等底・等高な四面体の等積性 等底・等高の四面体の等積性は、連続変形なしで証明できるか

4 直線が最短距離を与える幾何
学の組織的研究

公理がユークリッド幾何学に近い幾何学を求めよ。ただし行列の定理は
保持し、合同定理は弱まり、平行線定理は省略されるものとする

5 位相群がリー群となるための
条件

関数の微分可能性を仮定しないとき、リーによる連続変換群（リー群）の
概念は成立するか。

6 物理学の諸公理の数学的扱い 物理学は公理化できるか

7 種々の数の無理性と超越性 二等辺三角形の底角と頂角の比が代数的無理数（代数的数であり，かつ
無理数であるもの）である場合、底辺と側辺の長さの比は超越数か？
 自明な例外を除き、代数的数a、代数的無理数bに対し、 ab は超越数
か？

8 素数分布の問題 特にリーマン予想

・・・ ・・・
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V と R の今

• すべての集合の集まり V や自分自身を含まない集合の集まり R は
現在どういう扱いになっているかというと，概ね，それらは「集合」と考
えることはできず，それより大きなもので，「クラス」という概念でくくら
れるようになっています

• 今日紹介する公理的集合論 ZFC ではクラスは明示的に扱いません

• ZFC をクラスなどにも拡張した体系として，von Neumann-Bernays-
Gödel の集合論やMorse-Kelley の集合論などがあります

29

今は V も R も集合や
のうて，クラスと呼ぶ
ことで矛盾を回避しと

るらしいですわ

えーっ？
呼び名を変えただけ？

そんなんで良いのか？
たぶん
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証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理

30

連続体仮説とは

証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理

公理的集合論 ZFC (Zermelo-Fraenkel + Choice) の概略
　・レーベンハイム・スコーレムの定理の再考（可算推移モデルの構築）

ZFC と連続体仮説の否定の無矛盾性
　・ℕ と ℝ の間に中間的な大きさの集合を押し込む
　・それが新たな ZFC のモデルになっていることの確認

証明論

・論理式記述の構文と推論規則

モデル理論
・論理式の意味

レーベンハイム・スコーレムの定理
・モデルのサイズのコンパクト化

素朴集合論の要摘
　・正の面：　集合という単純な原理により自然数から実数，複素数までの(再)構築
　・負の面：　数々のパラドクスの発生（発覚）→集合論と自分らの論理への不信
　・数学の基礎確立（研究）の動きへ

次は
ここ
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証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理
数学的推論の正しさを確信する試み

•自分たちが行っている数学的推論の正しさを研究する枠組み（超概略）

n伝統的に次の枠組みで研究されている

u左で我々自身が数学で行っている推論（証明）がどのようなものかを

　  定式化し，右でその解釈を与える

u右で真（true）と評価される命題が左で丁度すべて得られるか等が関心事

31

言語の解釈

公理

定理

記述言語を規定

証明システム（構文） 解釈（意味の付与）

真偽値推論規則
の適用列

この解釈下
での

命題の真偽
評価規則

例
　三段論法

　∀導入

α α→β
β

α(x)
∀x α(x)

モデルの中
の命題の真
偽は最終的
には人間が
判断
∀x.P(x) など
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証明システムとそのモデルの枠組について

• この２つの枠組みはサーキュラーか？
n もともと，人間の数学的推論が正しいかを考えるために，証明システムを考察

するのに，その意味付けとして解釈構造の真偽評価を人間の数学に頼って良
いのか？　議論がサーキュラー（循環論）になってないか？

n サーキュラーかそうでないかは色々な意見があるように思う

n 私個人の意見としては，やはりサーキュラーであるように思う．

n しかし，以下の理由から一歩前進なのかなとも思っている

u右側はよくよく注意して「安全な」推論することとする

u一回，左側を書き下し，右で意味を定めるという，頭の中の思考の外化が
行われている

32

証明
システム

解釈
構造

真偽の
判断解釈

推論過程の記述
人間の中の数学
的な推論システム
の妥当性研究
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証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理

• 数学的推論の正しさを研究する枠組みの概略

33

定理の集合

推論規則の適用列

命題の集合

true
false

真偽値

記号

　●もの

　●関数

　●述語

数学的推論のメカニズム

言語（表現の道具立て） 解釈の道具立て

命題評価の規則

命題記述の
表現力を提供

命題の真偽評価
の環境を提供

解釈

評価

記号の集合

証明システム (構文) 解釈→モデル (意味)

実体

　●もの

　●関数

　●述語

実体の集合 M

公理の集合

人
の
数
学
的
推
論
を
形
式
的
に
模
倣

モデルの中の
命題の真偽は
最終的には人
間が判断
∀x.P(x) など

解釈のうち，公理を
満たすもの
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数学的推論の正しさを研究する枠組み（詳細）
証明システム内で「もの」を指す構文要素「項（Term）」

34

f, g, h, ..., a, b, c, ...関数記号

P, Q, R, ...関係記号

シグニチャーσ

x, x1, x2, y, z, ...変数記号

f(a, b), c, g(g(a)), ...項(Term)

P(f(a, b), c),  Q(x), ... 原子式

論理式

証明システム (構文)

集合 M

M上の関数

M上の関係

公理

定理

推論規則の適用列

∨, ∧, ￢, ∀, ∃

true

false

真偽値真偽評価の規則

モデル (意味)

σ-構造（σを解釈する仕掛け）

押さえておくべきこと
　可算無限個のシグニチャー（関数記号と
述語記号）からは可算無限個の項（Term）し
かできない．論理式も同様に可算無限個．
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証明システムとモデルに関して用語の定義（１）
左側の証明システムの概念

• 証明システム L における論理式 βの証明とは
n 論理式の有限列で次のようなもの

• ∑を論理式の集合，αを論理式とするとき，

35

α0, α1,  ...,  αi,  ...,  αn = β
（１）公理 であるか　または
（２）それより前にある論理式から推論規則で導かれたもの

α

∑ 
∑からの
証明が
存在する

∑からαが証明される
（記号 ∑⊢α）

α

∑ 
∑からの
証明が
存在しない

∑からαが証明されない
（記号 ∑⊬α）

Ｘ

false

∑ 
∑からfalse
への証明が
存在しない

∑が無矛盾

Ｘ
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証明システムとモデルに関して用語の定義（２）
右側の解釈/モデルの概念

• σ-構造 M が∑のモデルである（記号 M⊨∑）とは

• 論理式αが∑の論理的帰結である（記号 ∑⊨α）とは

36

∑

定理

記述言語を規定σ σ-構造 M

証明
真偽評価
の規則

true

false

∑の論理式がすべて
 true に評価される
ときにσ-構造 M は
∑のモデルであるといい，
M⊨∑と書く．
そうでないときM⊭∑と書く

∑

定理

記述言語を規定σ

証明
モデル M0 モデル M1 ・・・

αが true に評価される

∑のモデルすべてで
（Σの論理式をtrueに評価するσ-構造すべてで）
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証明システムとモデルに関して用語の定義（３）

前２枚のスライドの定義を，一応，文章でも書いておく

• 定義
n ある証明システム L における命題αの証明とは次のような命題の有限列である

uα0, α1, ..., αn
Ø αi は公理であるか，または，

Ø α0, ..., αi-1 の論理式から L で許された類論ルールで導出される

n 論理式の集合∑から論理式αが証明される（記号 ∑⊢α）とは

u公理として∑を加えた証明システムでαが証明されることとする

u∑⊢αでないことを ∑⊬α と書く

n ∑が無矛盾であるとは

u∑⊢false とならないこととする．

n σ-構造 M が∑のモデルである（記号 M⊨∑）とは

u∑の論理式αがすべて M で満たされることとする

n 論理式αが∑の論理的帰結である（記号 ∑⊨α）とは

u∑のすべてのモデルMでαが満たされること（M ⊨∑ ⇒ M⊨α）とする

37
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証明論とモデルの重要な関係
完全性定理（ゲーデル）

• 完全性定理（ゲーデル 1929）

∑ を論理式の集合とする．

（通常の論理に関する公理と推論規則を組み込んだ）証明システムで ∑ から
論理式 α が証明可能であることと α が ∑ のすべてのモデルで正しいことは
等価である．

38

∑ ⊢ α
（α は ∑ から証明可能）

∑ ⊨ α
（α は∑ のすべてのモデルで

正しい）
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完全性定理に関する補足

39

論理に関する公理

シグニチャーσ
（関数記号と関係記号）

推論規則列

追加の公理 ∑

∑ から証明可能な
論理式の集合

σ-構造
シグニチャーσを解釈する
集合M, M上の関数，関係

true
false

正しい論理式の集合

∑ のすべてのモデルで
正しい論理式の集合

すべての
モデル

証明システム モデル

＝　（完全性定理）

完全性定理は証明システムで証明される論理式とモデルで正しいことが保証される論
理式が等しいことを意味している

∩
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完全性定理（Gödel）の第１形と第２形

• 次の２つの定理は同値である

40

完全性定理（第１形）

完全性定理（第２形）

∑ から論理式αが
証明できる

論理式αが∑のすべての
モデルで成立する

∑ ⊢α ∑ ⊨α

論理式の集合 ∑ が無矛盾

∑⊬ false
∑ にはモデルが存在する

∃ M ⊨ ∑

∑ ⊬α ∑ ⊭α

∑ ⊬false ∑ ⊭false ∃M⊨∑ 

（対偶）

（α := false）

の概略
証明
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レーベンハイム・スコーレムの定理

レーベンハイム・スコーレムの定理（ダウンワード版 初出　1915）
n σ を可算無限個からなるシグニチャ（関数記号と関係記号の集合）とする

n ∑ を論理式の集合とする

n ∑が無矛盾なら，∑には可算無限個の要素からなるモデル M が存在する

• レーベンハイム・スコーレムの定理は完全性定理（第２形）の系として
得られる（概略証明は次スライド）

41

∑

false

σ f1, f2, ..., P1, P2, ...

X ∑⊬false

∃ モデル M
M

・M 上の関数の集合
・M 上の関係の集合

true
false

評価規則

可算集合
(|M|=ω)

証明システム
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【②’の概略証明】
１．シグニチャσおよび論理式の集合∑を
　　拡張することにより，次のようにできる．
　（次スライドに方式の概略紹介）
　　（１）∑⊢∃φ(x) ならば，∑⊢φ(c)となる
　　　　　c がσの関数記号に存在する（c は witnessと呼ばれる）．
　　（２）∑は完全，即ち，任意の論理式αに対して，∑⊢α または∑⊢￢α
２．このとき，σで作られる変数を含まない項の可算無限集合 Termσに次の同値関係～Σ
　　　  t1～Σt2   if and only if   Σ ⊢  t1=t2
　　を入れたものが∑の可算モデルになる．■

レーベンハイム・スコーレムの定理とその証明

42

論理式の集合Σが無矛盾
（Σ⊬false）

Σのモデルが存在する
（∃M ⊨ ∑）

Σの可算モデルが存在する
（∃M ⊨ ∑　かつ |M|=ω）

前提：シグニチャ（関数記号の集合と関係記号の集合）σ は可算集合とする

完全性定理（第２形）

レーベンハイム・スコーレムの定理

①

②

②’
③＝①＋②’
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完全性定理（第２形）の証明
∑⊢∃x φ(x)に witness を持ち完全性を持つσ' と∑' の作りかた

• σ := (F, R)  とする．ここで，F は関数記号の集合，R は関係記号の集合．F も R も
可算無限集合であるとする．

• 論理式の集合 Σ を無矛盾（Σから false は導けない）とする

• このとき次のPAD注）図のようにσ' と ∑' を求めることができる

43

F0 := F,   ∑0 := ∑ 

  σn=(Fn, R) で
  ∑ ⊢∃x φ(x) となる
  論理式すべてに対して

 n=0 to ∞

Fn+1 := Fn,   ∑n+1 := ∑n 

Fn+1 := Fn+1∪ { c }
φ(x) に対して新しい定数記号 c を設ける

∑n+1 := ∑n+1∪ { φ(c) }

∑n+1を完備化する．つまり，∑n+1⊆∑' となる無矛盾な論理式の集合で，
任意の閉論理式αに対して∑'⊢α または∑'⊢￢αとなる論理式の集合∑' 
を求め，∑n+1 を改めて∑' とする（選択公理（Zornの補題）を使う）

σ' :=(∪n=0 to ∞ Fn, R),    ∑' := ∪n=0 to ∞ ∑n+1  
注） PAD = Problem Analysis Diagram
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本発表での
レーベンハイム・スコーレムの定理の利用法

• ZFC の手ごろな（可算集合の）モデルを作って，それを連続体仮説の
否定のモデルに改造する

44

ZFC の公理系
ZFC のモデルM レーベンハイム・

スコーレムの定理

ZFC + 連続体仮説の
否定の公理系

∃ （手ごろな）
可算モデル

モデルM'
サイズが小さく扱いやすいので
加工して新しいモデルを作る
（我々は可算集合についてはか
なりの経験を持っている）

ひぇ～
でかい！

改造

ここに これを
付け足してと

fGω0<ω1=|2ω|<...

ω0<ω1<|2ω|<...
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意味を捉える σ-構造の枠組みのサイズ

• レーベンハイム・スコーレムの定理は，一階述語論理で記述された，
どんな理論にも可算モデルが存在するということを言っていて，とても
不思議です．例えば，非可算無限個の自然数の集合も可能です．

• 二階論理だとモデルの基数を制御できるらしいのですが，二階論理は，
あまり整理が進んでないように思います（付録１）

45

記号

　●もの

　●関数

　●述語

言語（表現の道具立て） 解釈の道具立て

解釈

記号の集合

証明システム (構文) 解釈→モデル (意味)

実体

　●もの

　●関数

　●述語

実体の集合 M

・
・
・

・
・
・

「実体の集合 M」と言っ
た時点で，すでに，本来
クラスとなる V とか R と
か，表現しようという気
はないよね？
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公理的集合論 ZFC (Zermelo-Fraenkel + Choice) の概略

46

連続体仮説とは

証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理

公理的集合論 ZFC (Zermelo-Fraenkel + Choice) の概略
　・レーベンハイム・スコーレムの定理の再考（可算推移モデルの構築）

ZFC と連続体仮説の否定の無矛盾性
　・ℕ と ℝ の間に中間的な大きさの集合を押し込む
　・それが新たな ZFC のモデルになっていることの確認

証明論

・論理式記述の構文と推論規則

モデル理論
・論理式の意味

レーベンハイム・スコーレムの定理
・モデルのサイズのコンパクト化

素朴集合論の要摘
　・正の面：　集合という単純な原理により自然数から実数，複素数までの(再)構築
　・負の面：　数々のパラドクスの発生（発覚）→集合論と自分らの論理への不信
　・数学の基礎確立（研究）の動きへ

次は
ここ
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• ZFC の公理系を論理式で列挙すると分かりにくいが，次のように３つに分類すると
分かりやすい（分類は私独自もので一般的ではない）

公理的集合論 ZFC

47

外延性公理
　要素の等しい集合は
　お互いに等しい

正則性公理
　要素を取っていく
　操作は有限回で∅に
　たどり着く

選択公理
　∅でない集合の集合に対して
　各集合から１個ずつ要素を選ぶ
　関数（選択関数）が存在する

（１）　集合の種
１．∅が存在する
２．最低でも１つの無限集合ωが存在する
　　（∅∈ω & (x∈ω ⇒ x ∪ {x} ∈ω）

（２）集合の生成手段
１．ペア {x, y}
２．和集合 ∪ X
３．置換公理（関数適用） F X
　　内包原理 {x∈A | φ(x)}
４．冪集合 P(X)

（３）各集合が満たすべき制約

ZFC集合論の公理系

{∅} ,  {∅, {∅}}, ...

（１）集合の種
（２）集合の生成手段
（３）各集合が満たすべき制約
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公理的集合論 ZFC：集合の種

• 集合を作っていく道具として，空集合 ∅ と１つの無限集合 ω の存在
が保証されている

• 次に述べる，既存の集合から新しく

　集合を作る手段が４つ用意されており，

　∅から任意の（有限の）集合が生成

　できるが，無限集合は生成できない

• そのために最低一つの無限集合としてωの存在が公理で保証されて
いる

• これが無限集合であるという条件は

　次のように表されている
　　∅∈ω
　　n ∈ω ⇒ n+1 := n∪{n} ∈ ω

48

ω= ∅=0
0+1=1
1+1=2
　　・・・

集合の世界

∅, {∅}, 
{{∅}},
{∅, {∅}},
．．．

空集合と４つの
生成手段では有
限集合しか生成
できない

n が入っている
なら 
n+1:=n∪{n}
 も入っている
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公理的集合論 ZFC：集合の生成手段

• 集合の生成手段として次の4つが用意されている
n ペア

集合 X, Y から集合 {X, Y} を作ることができる
n 和集合

集合 X から集合 ∪X:={y∈x | x ∈X}  を作ることができる
n 置換公理 ... 集合 A に対する関数 F の適用 F(A) を意図

論理式α(x, y) が
　　∀x∀y1∀y2(α(x, y1) & α(x, y2) → y1=y2)

をみたし，A が集合であるとき，
{y | x∈A かつ α(x, y)}

は集合である．
n 内包原理 ... 置換公理から得られるので実は冗長であるがZFCに入れられることが多い

A を集合，α(x) を論理式とするとき，
{x∈A | α(x)}

は集合である．x の範囲が集合 A に限定されていることに注意．
n 冪集合の存在

集合 X に対して，X のすべての部分集合の集合　{Y | Y⊆X}　が存在する

49
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公理的集合論 ZFC：各集合が満たすべき制約

• 外延性公理
n 丁度同じ要素を持つ集合が等しい集合である
　　∀a.(a∈X ⇔ a∈Y) ⇔ X=Y

• 正則性公理（基礎の公理）
n すべての集合は要素を次々に辿っていくと，有限回で必ず∅に達する

• 選択公理
n 選択関数の存在を要請（次スライドに詳細）．これは集合に対する制約というよ

り選択関数という新しい集合の生成手段に入れるべきかもしれない

50

{..., { ∅,  { ∅, { ∅ }, { { ∅ } } } } , ...}

{ ∅,  { ∅, { ∅ }, { { ∅ } } } }

{ ∅, { ∅ }, { { ∅ } } }

{ ∅ }
∅

・要素を∈で辿っていくと，有限回
のステップで∅にたどり着く．サイ
クルや無限列はない．
・von Neumann により1925年
に加えられた．
・公理の実際の表現はもう少し奇
妙な形をしている．
（集合 X について

∀X.∃Y.(Y∈X & X∩Y=∅)）
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選択公理とその同値な命題

• 選択公理

51

・
・
・

X
・
・
・

∪ X

・
・
・

∃ f

・Zorn の補題
・整列可能定理
　　　・・・
・ハウスドルフの極大原理
　（集合の⊆関係の焼き直し版）

D を集合の集合とするとき，D の部
分集合 C⊆Dで，次のような性質を
持つものの極大なものがある．

D：集合の集合

C
X Y∀ ∀

X⊆Y または Y⊆X

C は極大
他に要素を入
れるとこれがな
りたたなくなる

ZFCの他の
公理のも
とに同値

X の中の各集合が空集合でな
いなら，X の中の各集合から
一つずつ要素を選ぶ関数 f が
存在する．そのような関数を選
択関数と呼ぶ

かなり沢山
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レーベンハイム・スコーレムの定理再考
可算推移的モデルの存在の保証：パラドクス？

52

• ZFCの公理体系が無矛盾ならば可算モデルがある

　・集合の種２つ
　　　∅，ω
　・集合の生成手段４つ
　　　ペア，和集合，
　　　置換（内包原理），冪集合
　・集合の満たすべき制約３つ
　　　外延性公理，正則性公理，
　　　選択公理

ZFCの公理体系 ZFCの可算M→可算推移モデルM'
∃

ω 2ω

・・・

|M|=ω
　　↓  Mostowski の崩壊定理
可算推移的モデル M' の存在
（M の集合 X の中身はみんなMにある）
　　↓
|ω|=|2ω| (=ω)|ω|<|2ω|

X
Y Y∃

（←推移性）

矛盾？

冪集合の
公理などで
証明可能
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レーベンハイム・スコーレムの定理再考
可算推移的モデルの存在の保証：つじつまは合う

• ZFC には次のようなモデル M が存在する
n |M|=ω （可算性）

n ∀X∈M & ∀Y∈X ⇒Y∈M （推移性）

n Mに含まれる可算集合同士の写像を制限することによって，集合の基数の違い
を演じる（2ω→ωの全射をMに含ませないことで|2ω|>|ω| のふりをする）

n 全部が可算集合なので，原理的には M の任意の無限集合間に全射も単射も加
えることができる．結果がZFCを満たすようにするのは一般には難しいが．

• このようなモデルを利用して，連続体仮説の否定のモデルを構築する

53

ZFC の可算推移モデルM
無限集合の基数は
すべてω（ℵ0）

ω 2ω
f

g
これを M に含ませないことに
より，|2ω|>|ω|を演じている



2018/10/17 (C) All Copyrights reserved 2018, by Akihiko Koga

レーベンハイム・スコーレムの定理の解釈
可算集合が色々なサイズの集合を演じる世界

• 外の世界から見れば，M の中の集合はすべて可算集合だが，M の中
には 2ω→ω の単射が含まれていないため，中の人から見れば非可算
集合が存在する

54

ZFC の可算モデル M

ω

ここにあるのって
全部可算集合
だよね！

そんなことないよ！
2ω なんて非可算集合だよ．

ω と2ω の間には全単射は
無いもの． あったら矛盾が
おこるだろ！

f1 f2
2ω 2ω

ω

（この単射はモデルに入れない！）

今回はこのような

可算モデルを使って

連続体仮説の否定の

モデルを作る．

このように実際には

非可算集合が存在

しないモデルで良いの

かという疑問はあるが

・・・
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レーベンハイム・スコーレムの定理の解釈
無限の入れ子

55

君のところのも
全部可算集合だよ．

・・・

もしかして
僕の

ところも
かな？

このように無限入れ子になっている可能性も否定できない
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ZFC と連続体仮説の否定の無矛盾性

56

連続体仮説とは

証明論，モデル理論，レーベンハイム・スコーレムの定理

公理的集合論 ZFC (Zermelo-Fraenkel + Choice) の概略
　・レーベンハイム・スコーレムの定理の再考（可算推移モデルの構築）

ZFC と連続体仮説の否定の無矛盾性
　・ℕ と ℝ の間に中間的な大きさの集合を押し込む
　・それが新たな ZFC のモデルになっていることの確認

証明論

・論理式記述の構文と推論規則

モデル理論
・論理式の意味

レーベンハイム・スコーレムの定理
・モデルのサイズのコンパクト化

素朴集合論の要摘
　・正の面：　集合という単純な原理により自然数から実数，複素数までの(再)構築
　・負の面：　数々のパラドクスの発生（発覚）→集合論と自分らの論理への不信
　・数学の基礎確立（研究）の動きへ

遂に
ここ
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連続体仮説の否定がZFCと無矛盾であることを
示すためには

• 連続体仮説の否定が ZFCと無矛盾であることを示すためには，完全性
定理から，一つでも

　　　　　　　　　「ZFC + 連続体仮説の否定」のモデル

　が構築できればよい

• この章では既存のZFCの可算推移的モデルを使って，このモデルを作
るテクニックを説明する

• ここではn>1 として一般に|2ω|≥ ωn （=ℵn）の ZFC モデルを作り方
を述べる（|2ω| = ω1が連続体仮説の肯定）

57

(ZFC + 連続体仮説の否定) ⊬false ∃M ⊨(ZFC + 連続体仮説の否定)⇔

完全性定理（第１形）の連続体仮説への適用
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ちょっと復習，順序数と基数

• 順序数（ordinal）は空集合∅から x':= x ∪ {x} と極限の作用で次々に
集合を大きくしていった系列であり，順序をとらえるための指標

• その系列の内のお互いに全単射がある最小の順序数を基数（cardinal）
と言い，集合の大きさを測る指標

58

∅ {∅}=1 {∅, {∅}}=2 3 ... ω=ω0 ω0+1 ...

・有限集合である順序数 ・無限集合である順序数
・選択公理を仮定すれば，任意の集合に対して，それ
と全単射が存在する（複数の）　順序数が見つかる

...ω=ω0 ω0+1∅．．． ω1

・有限の順序数は
そのまま基数

... ω2 ... ωω ...

↑
基数

↑
基数

↑
基数

↑
基数

...

...

全単射が無い 全単射が無い 全単射が無い 全単射が無い

ωαは
ℵαとも言う
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連続体仮説およびその否定を基数で言い直すと

• 連続体仮説の肯定

• 連続体仮説の否定の一例

59

＜

2ω

ω1ω0=ω ω2 ω3 ωn ωω

全単射が存在する
（ω1＝|2ω|）

＜ ＜ ＜ ＜ ＜ ・・・

＜

2ω in M → (2ω)' in M'

ω1ω0=ω ω2 ω3 ωn ωω

＜ ＜ ＜ ＜ ＜ ・・・

fG(ωn) 単射 fG が存在する（ωn ≤ |2ω|）
（モデルM の2ωの中にωnを押し込む
ような fG を加えたモデルM' を作る）

ZFC のモデル M

ZFC のモデル M'
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連続体仮説の否定のモデルを作る際の心配事

60

＜

2ω

ω1ω0=ω ω2 ω3 ωn ωω

全単射が存在する
（ω1＝|2ω|）

＜ ＜ ＜ ＜ ＜ ・・・＜・・・

(2ω)'

fG(ωn)

f

f : ωn→2ω

ZFC のモデル M → 新しいモデルM'

M' では右の集合へ

基本的に単射 ωn→2ω を既存のモデル M に加えるのであるが，次の心配がある．
　①M に f を加えた新しいモデルM' をどのように計算するのか？
　②M' が ZFC の公理系を満たすことをどうやって確認するのか？
　③f を加えたことで，M' の中でもとのMの基数系列ω0, ω1, ω2, ... が１つに潰れないか？

①M' をどうやって構成するか？
②M' が ZFC のモデルになるか確認？

③潰れないか？
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全部の心配事を解決する夢の集合 G∉M
• もとのモデル M の中の材料（下図の ℙ∈M）を最大限に使うことによっ

て３つの心配事を解決する新しい集合G∉Mを作る技法がある

61

ZFC のモデル M

新しいモデル M'=M[G]

ω0=ω < ω1 < ... < ωn <...

2ω Pname

ℙ

fG2ω

ω0=ω < ω1 < ... < ωn <...

val(_ , G)

G

ℙ
G ・P は関数ωn→2ω を作る部品の集合

・G はその部品の特殊な組み合せ方
　（Gは，まだ，Mにはない generic
　　filter と呼ばれる集合）

G をMに追加することによって
①単射 fG : ωn→2ωが追加される
①’M[G] を M の一部 Pname∈M
　　から計算する関数val(_, G)が
　　存在する．
②M[G] が ZFC を満たすことが，
　　M の中の条件として記述できる
③ω0<ω1<...<ωn は潰れない

つぶれない
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ωn→2ωの新しい単射を作るための ℙ と G（１）

• 本当は，ωn→2ωの単射を作りたいが，このままの形では少し扱いにく
いのでωn×ω→2で考える

• ℙ = Fin(ωn×ω→2) :={f : ωn×ω→2の部分関数 | |dom(f)| < ∞} ととる
n f はωn×ω→2の部分関数で定義域が有限集合のもの
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g=λxy.f(x)(y)

f=λx.g(x, y)

　　f が単射
　　　↕
　　g が任意のx1≠x2に対して，
　　あるyがあって，g(x1,y)≠g(x2,y)
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有限集合

【ℙ の意図】
ℙ は，このような有限の定義域を持つ
部分関数の集合で あって，それらの部
分関数を（無限個）張り合わせて，
ωn×ω→2の関数を作る部品集として
利用する．
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ωn→2ωの新しい単射を作るための P と G（２）

• ℙ=Fin(ωn×ω→2) の中のお互いに貼り合わせられる部分関数

• 選択公理（ハウスドルフの極大原理）から G ⊆ Fin(ωn×ω→2)で要素
がお互いに共立するもので極大なものがある（極大とは，これより沢山
の要素を含ませると共立しないものがでてくる）．

• それらを貼り合わせた gG := ∪G はωn×ω→2 の全域関数になる

• また，∀x1≠x2∈ωn に対して∃y∈ω gG(x1, y)≠gG(x2, y) となる G も
存在する（generic filter と呼ばれるものだとそうなる）．

• MにGを入れるとgG=∪Gが入り，結果として単射fG:ωn→2ωが入る
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・f, g ∈Fin(ωn×ω→2) の重なっている部
分の値が同じと二つの部分関数は共立する
ということにする．
・f と g が共立するなら，これらは部分関数
　　　　f ∪ g
　として和集合で貼り合わせることができる
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M[G] を指し示すMの要素 Pname （１）

• 元のモデル M にない集合 G でM を拡張したモデル M[G] を元のモ
デル M に埋め込む（図 Pname 部分）テクニックがある
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M

M[G]

PnameP

G

M

val(_ , G)

・ℙ∈M を集合とする．
・このℙ に対する Pname∈Mを次のように
　超限帰納法で定義する．直観的には，Mの要素と
　Pの要素をペアにしていったものの集合である．
　　Pname(∅) := ∅
　　Pname(α+1) := 2Pname(α)×ℙ
　　Pname(γ) := ∪α<γ Pname(α) γがlimit
　　Pname := ∪すべての順序数αPname(α)

・集合Gに対して関数 val(x, G) を次のように
　再帰的に定義する
　　val(∅, G) := ∅
　　val(x,  G) := {val(y, G) | 
　　　　　　　　　　　　　　　　　(y, p) ∈x & p∈G}

（次スライドに続く）

name(P)

注意： Pname∈M でもある
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M[G] を指し示すMの要素 Pname （２）
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・x ∈ M に対して，name(x) を次のように
　定義する
　　name(∅) := ∅
　　name(x)  := {(name(y), ∅) | y∈x}

　∀x∈M について name(x)∈Pname  となる

・ここで
　　ℙ=Fin(ωn×ω→2)
　　G は単射 fG : ωn→2ω を作るために
　　　　求めた generic filter G⊆ℙ
　　M[G] := val(Pname, G)
　とする．∅∈G ととっておく．このとき，
　　x∈Mについてval(name(x), G) = x
　　　　故に M⊆M[G]
　　val(name(P), G) = G
　　　　故に G∈M[G]

M

M[G]

PnameP

G

M

val(_ , G)

name(P)

（前スライドと同じ図）



2018/10/17 (C) All Copyrights reserved 2018, by Akihiko Koga

M[G] が ZFC を満たすことと基数が潰れないこと

• M[G] が ZFC を満たすこと
n M[G] の要素はすべて Pname ∈ M に，それを指す名前を持っている
n したがって，M[G] がZFC の公理を満たすことは M の中の条件として表現す

ることができる
n G を ℙ=Fin(ωn×ω→2) の generic filter にとった場合，ZFC の公理が満

たされることは証明される（本資料ではそこまで踏み込まない）

• M[G] の中で M の基数 ω0=ω < ω1 < ω2 < ... が潰れないこと
n 一般にはMの基数はモデルの拡張M[G]の基数でなくなる可能性がある
n しかし，今回，新たに付け加えるG をとったもとの ℙ=Fin(ωn×ω→2) が次の

条件を満たすために，M の基数はつぶされずに保存される
u可算反鎖条件（countable anti-chain condition） ccc

Ø ℙ の中の任意の反鎖（anti-chain） A ⊆ℙ が可算集合であること
　　ただし，ここで A が反鎖（anti-chain）であるとは，A に属する
　　任意の集合X, Y の間に包含関係がないこととする

n 本解説ではこれについてもこれ以上は踏み込まない
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この章のまとめ

• 以上で，ZFC の既存のモデルM に
ωn×ω→2 の有限部分関数の集合

ℙ=Fin(ωn×ω→2)
の中のgeneric filter G を付け加え
ることによってωn→2ωの単射fGを含
む ZFC のモデルM[G] を作成できる
ことを示した．

• この M[G] では

ωn≤|2ω|
になっており，n≥2のときは連続体仮
説の否定のモデルになっている．
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ZFC のモデル M

新しいモデル M'=M[G]

ω0=ω < ω1 < ... < ωn <...

2ω Pname

P

fG2ω

ω0=ω < ω1 < ... < ωn <...

val(_ , G)

G

ℙ=Fin(ωn×ω→2)

G

つぶれない

連続体仮説否定のモデル作成のプロット
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G⊆ℙ∈M についての注意

• ここではℙを単射 fG:ωn→2ω を作るための部品として Fin(ωn×ω→2) と取った

• これは Cohen Forcing と呼ばれる手法で，実際にとられるℙの具体的な設定である
が，現在，フォーシングとして説明されるときは，ℙは単なる順序集合として展開され，
沢山の定理を導いておいて，その後で，この Cohen Forcing の設定が導入される

• というのも，まずは，ℙを順序集合として抽象的にフォーシングの大部分の理論が展開
されるからである

• フォーシングにおいて順序集合ℙは次の２つの意味を持っている

n 多値の真偽値： M の集合から作り得る集合候補をすべて列挙し，後で設定した
真偽値で絞り込み，M[G] を決定する．

n 単射 fG:ωn→2ω の部品集

• 前者は　ℙ の具体的な内容を考えずに話を進めることができるが，数学の初心者に
とって，この抽象的な議論が続いたあと，後者がでてくると関連が分からなくなると考え，
ここでは後者のみを強調する形で述べた

• フォーシングのほとんどの入門書は，ℙを順序集合として扱っているので，それらにあ
たるときには注意されたい
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おわりに

• 本発表の内容
n 連続体仮説の否定の無矛盾性証明のストーリーを示した．細かな部分はかなり省略したが，

厳密な証明を追いかけるときの骨格になると考える

n 特に，既存の ZFC モデルの中で

u ωn×ω→2 の部分関数のうち，定義域が有限集合であるものの集合をとり，

uその中の generic filter G を構成することで，で ωn→2ω の単射に相当する
ωn×ω→2 の全域関数を「極限」として表し，

u この G を既存のZFCモデルに加えることで， G の極限としてωn→2ω の単射が加わる

　　という方法を示した

• 本発表を超えた事柄について
n 連続体仮説の肯定/否定が我々の数学になにか影響を与えるのだろうか？

　→
どうも解析学に影響を与えるらしい．

私はこれについては調べていないので，興味のある人は，適宜，文献などを調べて欲しい．
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付録１　二階論理の現状は

• 聞きかじったところによると
n 関数記号や述語記号に限量子（∀，∃）を付けることが

　　できる構文

n 大きく二つの意味論が提案されている

uStandard semantics (Full semantics)
uHenkin semantics

n 教科書的なまとまった書物はあまりないみたいで

　　関連論文を集めてはじめて全体の様子が把握できる

n Quine, Willard V によると，二階の論理学は，

　　「羊の皮を被った集合論」 らしい（1970）

一階述語論理で集合論を定式化し，関数や述語を集
合として 定式化してしまえば，実質的に一階述語論理
の中でも関数や述語に限量子を使うことができるじゃな
いか という非難
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∃P. P(c)  v.s. ∃P⊆A c∈P 

集合論
SetTheory

二階論理
Second-order Logic is just 

“set theory in sheep's 
clothing”.

Logic
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付録２　外界の認識プロセスにおける集合論（例）

72

色 受

想

行

識

・　・

ω

集合論１

「無限」の認識と構築

集合論２

「無限」の認識と構築

行

？

・無限の階層
・整列可能性
・稠密性
・到達不能基数
　　・・・

境界

色々な認識プロセスがあるとおもうが，．．．
人間は，現象を頭の中のある種の認知モデルを通して
理解している訳で，自分の中にどのような無限を
構築し得るか見ておくことは有用と思う

宇宙


