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（１）本資料は「わかみず会」という勉強会で2019年 6月 19日（水）に発表したものに
　　　以下の手を加えたものである．
　　　　　・目次を付けた
　　　　　・気が付いた間違いを修正して，最後に修正箇所のリストをつけた
（２）Alternative Set Theories の定着した訳語が分からなかったので，本資料では
　　　とりあえず「代替集合論」とした
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カントールの素朴な集合論（1870代～）

簡単な原理に基づく
１９Ｃまでの数学の再構築

数学上の諸概念を正確に
記述する枠組みの提供

無限集合に関する
新たな数学の可能性

数々のパラドクスの発覚（1900頃～）
・ラッセルのパラドクス R := {x | x ∉x}　⇒ (R∈R ↔ R∉R)
・カントールのパラドクス V := すべての集合の集合  ⇒ |V| ＜ |2V| ≦ |V|
　　　　　・・・

公理的集合論 ZFC（1922頃）が整備され，事態はいったん収拾
（ZFC はパラドクスの回避のためにかなり控えめな公理体系）

巨大な集まりを
扱いたい

∈の無限降下列を
扱いたい（かも）

非集合の要素を
扱いたい

型付き
集合論の復権

その他応用向けの
集合概念の要求

パラドクス

種々のAlternative Set Theories の提案（1930頃～）

型付き
集合論
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調査の動機

• 今回の「代替集合論」の調査は数学基礎論的な関心からではない

• 私自身は次のような計算機科学の学習教材の整備に興味がある
n大学を卒業したばかりの新卒者が企業でソフトウェアの研究開発を始める際に，必

要な計算機科学の知識を効率よく学習するための教材

• 計算機科学の学習では集合論の基本的な部分は抑えておく必要がある

• 個人的にはそれは多少手当をした「素朴集合論」で良いと思っている
nあからさまには矛盾は表面化しないように気遣う

u自然語で記述してあっても，基本的には公理的集合論 ZFC に帰着できる

uもしかしたら，逆に，素朴な顔をした ZFC かもしれない

n圏論や普遍代数を学習するとき，必要に応じて集合より大きな collection （クラスな
ど）を導入できる
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このような集合論の学習教材の整備には，自分自身が基礎知識として 
ZFC やそのクラス拡張，そのほかのバリエーションを抑えておく必要があ
ると思ったのがこの調査の動機である



この報告書の内容

• 次の２つの論文を中心として，ZFC の種々の代替集合論（Alternative 
Set Theories）を調査した（読んだ）
nM. Randall Holmes : Alternative Set Theories, 2006
nM. Randall Holmes, Thomas Forster, and Thierry Libert : ALTERNATIVE SET 

THEORIES, Sets and Extensions in the Twentieth Century 2012, 74ページ)
分かりにくいところは，Stanford Encyclopedia of Philosophy, Wikipedia, nLab, 
PlanetLab などを参照した

• この報告書では，まずは，集合論の歴史的背景と公理的集合論 ZFC 
について説明し，その種々の変異として代替集合論を紹介する
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歴史的背景
カントールの
素朴集合論

公理的集合論ZFC の復習
Zermelo-Fraenkel

+
Axiom of Choice

・集合論の型理論
・クラスを持つ集合論
・底の無い集合がある集合論
・Quine の New Foundations など
・そのほか

尚，私の力不足で読み切れていない部分や誤解，間違いもあると思うので，本資料は全体像を
把握するための参考資料程度に捉え，詳細は各自で適切な参考文献にあたって欲しい．
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集合論の歴史的背景

・集合論の誕生

・１９世紀までの数学の再構築と
　無限集合に関する新しい数学の創始

・パラドクスの顕現



集合論の誕生
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• カントールにより，解析学（フーリエ級数）の研究から始まったらしい

・フーリエ級数はテイラー級数と違い，微分不能関
数や非連続関数でも表現することができるが，１点
で値が違っても同じ関数として表現されてしまう．

・同じ関数と表現されるのは１点の値の違いだけで
なく，有限個の場合もそうだし，また，有理数上で異
なる位では同じ関数として表現されてしまう

・では，どれだけの点で異なれば別の関数として表
現されるだろう？

　「もの」の集まりに関する研究へ

フーリエ級数は熱の伝導など物理現象の解析に使われていたもので，このように現実
の世界に近いところの問題意識で生まれた集合論があのように非常に抽象的な学問
に育っていったのは興味深い

どれだけの点で値が元の関数と異なれ
ばフーリエ級数近似に変化があるか？
有理数の点上で違う位では変化しない．



素朴集合論の要摘：集合およびその操作の定義
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•定義
n集合とは「もの」の集まりである

n集合 X の中の「もの」は X の要素，あるいは元と呼ばれ，「もの」 a が集合 X 
の要素であることを a∈X と書く．a が X の要素でないときは a∉X と書く

u集合に個々の「もの」が含まれるかどうかは，

　　　不確定要素なしに一意に決定できる必要がある

n集合 X と Y について次の性質が成立するとき 
　　　Y は X の部分集合であるといい，Y⊆X と書く

　　　　　　∀y (y∈Y ⇒ y∈X)
（Y⊆X とY∈X は異なる関係であることに注意）

•基本的な性質（要請）
[外延性の公理]  集合 X と Y はそれぞれの要素が一致するとき等しいとする

　　　　∀a (a∈X ↔ a∈Y) ↔ X=Y
[∅の存在公理]  何も要素を持たない集合が存在する．これは上の外延性の公
理から一意に定まる．これを空集合といい，∅で表す．

X
・a

・y

Y



集合の表現方法と基本的な演算
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• 外延的表現
n集合が含む要素を，{ と } の間に全部列挙する e.g., {2, 3, 7, 11, 13, 17}

• 内包的表現
nφ(x) を「もの」x に関する条件とするとき，φ(x) を満たす「もの」の集まりを

　　 {x | φ(x)} と表す．e.g., {p | p は20以下の素数}
nxをある集合Aに含まれるものだけに限定するときは {x∈A | φ(x)} と表す

• 基本的な演算

X Y X∪Y := {z | z∈X or z∈Y}
X∩Y := {z | z∈X and z∈Y}
Y - X :={z | z∈Y and z∉X}
（普通は，Y∖XだがY - Xと書く
　人もいる）

さらに，

X が集合{X0, X1, X2, ...} で
各Xi が集合のとき，

∪X := X0 ∪ X1 ∪ X2 ∪...
∩X := X0 ∩ X1 ∩ X2 ∩...
ここで，X は無限集合でもよい



１９世紀までの数学の（再）構築
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●自然数 0, 1, 2, 3, ...
0     := ∅
1     := {0} = {∅}
2     := {0, 1} = {∅, {∅}}
    ・・・

n+1 := {0, 1, 2, ..., n}=n ∪ {n}

ℕ   := {0, 1, 2, ...}
ℤ   := {(n, m)  |  n, m∈ℕ}/～Z     (n, m) は n-m を意図する
            where (n1, m1) ～Z (n2, m2) if and only if n1+m2=n2+m1
ℚ   := {(n, m)  |  n, m∈ℤ, m≠0}/～Q (n, m) は n/m を意図する
            where (n1, m1) ～Q (n2, m2) if and only if n1*m2=n2*m1
ℝ   := {(Q1, Q2)  |  Q1, Q2⊆ℚ, Q1∪Q2=ℚ, q1<q2 for q1∈Q1, q2∈Q2}
       （(Q1, Q2) は，「デデキントの切断」で，Q1 と Q2 の間の実数を意図する）

ℂ   := {(a, b) | a, b∈ℝ}  (a, b) は a + bi を意図する

●いろいろな数の集合 ℕ, ℤ, ℚ, ℝ, ℂ 

複素数まで構成できれば，任意の代数方程式の解が用意されたことになる

・外延性の公理から全部異なる

・有限集合しかできない
　（こうやって作った集合を
　　全部集めると次のℕになる）



「関係」，「関数」などの厳密な定義が可能になった
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• 集合論の言葉を使うことによって，「関係」，「関数」などの言葉が厳密
に定義され，より正確な数学的議論を可能にした

• 関係も関数も集合として表されていることに注意．集合論の中だけでこ
れらの概念が定義できている

概念 意味

順序対 「もの」a, b に対して集合 {{a}, {a, b}} を a と b の順序対と言い，
(a, b) で表す（kuratowski）．
　(a1, b1)=(a2, b2) ↔ (a1=a2 かつ b1=b2) である

直積 A と B を集合とするとき，集合 {(a, b) | a∈A, b∈B} を A と B の直積と言
い，A×B で表す

関係 A と B を集合とするとき，R⊆A×B を A と B の関係という．
dom(R) := {a∈A| (a, b)∈R}, range(R) := {b∈B | (a, b)∈R}と記す．

関数 A と B を集合とし，関係 F⊆A×B が次の条件を満たすなら，F を関数と言う
　　∀x, y1, y2, (x, y1)∈F かつ (x, y2)∈F ならば y1 = y2
つまり一つの x∈A に対しては一つのy∈Bが決まるということである．



関数の分類と集合の大きさの比較
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• 定義
nA, B を集合とし，関数 f : A → B が

u単射 (injection) であるとは

Ø x1≠x2 なら f(x1)≠f(x2)
　であること

u全射 (surjection) であるとは

Ø f(A)=B
　であること

u全単射 (bijection) であるとは，

　　全射であり，かつ，単射であることである．

n二つの集合 A, B は
uA から B へ単射があるとき，A の基数は B の基数以下であるといい，

　|A| ≤ |B| と書く

uA から B へ全単射があるとき，同じ基数を持つといい，|A|=|B|と書く

x1

x2

f(x1)

f(x2)

f
→

A B

x1≠x2 なら f(x1)≠f(x2)

A Bf
→

（注意）ここでは集合 A に対して基数が定義されているのではなく，あくまで，
２つの集合の比較の文脈で「基数」という単語が使われている

f(A)=B



無限集合の比較と無限の順序数の概念
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• 自分自身の真の部分集合との間に全単射がある集合を無限集合という

• 無限集合の比較に関する基本的な定理

nこれらから，集合の基数の比較は全順序（total order）（後述）であることになる

• 冪集合という，次々に大きな集合の生成手段の存在
n集合は冪集合（そのすべての部分集合の集合）をとることにより，次々に，真に大

きな集合を作り出すことができる．
n特に，無限集合の冪集合をとっていくことにより，次々に大きな無限集合列を作り

出すことができる

定理（カントール・ベルンシュタイン） 定理（基数の比較可能性）

２つの集合A, B に対して
 |A|≤|B| かつ |B|≤|A| ならば|A|=|B|
（A→B, B→A の単射があれば，A→Bの
全単射がある）

選択公理（後述）を仮定すれば，任意の
２つの集合 A, B に対して
   |A|<|B|     |A|=|B|       |B|<|A|
のどれかが成り立つ



• 定義
nX を集合とする．X のすべての部分集合の集合を X の冪集合（powerset）と言

い，2X あるいは ℘(X) と書く．

　　　　　　　　2X = ℘(X) := {Y | Y ⊆ X}
• 定理　　X を集合とする．このとき　　　|℘(X)| > |X|

【証明】
関数 f : X →℘(X) を任意にとる．このとき e∈℘(X) があって，∀x∈X に対して，
f(x)≠e を示せば，f は任意だったので，どんな関数をとってきても X →℘(X) の
全単射にはならないことが分かる．
e:={x∈X | x ∉ f(x)} とおけば，

　　a∈X が f(a)=e となったとすれば
　　　　a∈f(a)→a∉f(a)
　　　　a∉f(a)→a∈f(a)
となり，矛盾．よってXと℘(X)の間に全単射はない．■

冪集合の定義と性質
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X ℘(X)
f

e

{x∈X | x∉f(x)}

a?

ここの e = {x∈X | x∉f(x)} はパラドクスを論じるとき非常に重要な集合である



順序集合，整列順序，整礎順序

• 順序集合
nX を集合とするとき，X の上の二項関係 R ⊆ X × X が順序 (order）であるとは，

次の条件が成り立つことである

u[反射律]    x R x   for ∀x∈X
u[非対称律]  x R y かつ y R x ならば x = y   for ∀x, y∈X
u[推移律]    x R y かつ y R z ならば x R z  for ∀x, y, z∈X

nR が集合X の順序であるとき，ペア(X, R) を順序集合（ordered set）という

n∀x, y∈X (x R y または y R x) のとき(X, R) を全順序集合という

• 整列順序集合と整礎順序集合
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整列集合：　任意の部分集合に
最小元（一番小さい元）がある

整礎集合：　任意の部分集合に
極小元（それより小さい元が無い元）がある

...
...

∀部分集合

∃最小元

...... ∀部分集合

∃極小元



選択公理とその同値な命題
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• 選択公理
・
・
・

X
・
・
・

∪ X

・
・
・

∃ f

・Zorn の補題
・整列可能定理
　　　・・・
・ハウスドルフの極大原理
　（集合の⊆関係の焼き直し版）

D を集合の集合とするとき，D の部
分集合 C⊆Dで，次のような性質を
持つものの極大なものがある．

D：集合の集合

C
X Y∀ ∀

X⊆Y または Y⊆X

C は極大
他に要素を入
れるとこれがな
りたたなくなる

ZFCの他の
公理のも
とに同値

X の中の各集合が空集合でない
なら，X の中の各集合から一つ
ずつ要素を選ぶ関数 f が存在す
る．そのような関数を選択関数と
呼ぶ

かなり沢山



無限集合の大きさの整理：順序数と基数（１）
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• 自然数は，∅, {∅}, {∅,{∅}}, ..., n, n∪{n}, ... と作っていけた

• これは無限集合でも続けることができる．これを順序数（ordinal）と呼ぶ

• （von Neumann）順序数（ordinal）
n∅から x':= x ∪ {x} と極限 注）の作用で次々に集合を大きくしていった系列で

あり，順序をとらえるための指標

• 選択公理を仮定すると，すべての集合に対して，その集合と全単射が
とれる順序数が存在する

∅ {∅}=1 {∅, {∅}}=2 3 ... ω=ω0 ω0+1 ...

・有限集合である順序数 ・無限集合である順序数

注） X, X∪{X}, ... の後ろに，それら全部を合わせた集合を置くこと
　　そのような順序数のうち，最初のものがすべての自然数の
　　集合ωである



順序数と基数（２）
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• 与えられた集合と全単射で対応が付く順序数の中で最小のもの（次に定
義される基数）を，集合の大きさを測る指標として採用できる．

• 基数（cardinal）
n 順序数の系列の内のお互いに全単射がある最小の順序数を基数（cardinal）と言

い，集合の大きさを測る指標

• 以前は，２つの集合が与えられたとき，それらの大小比較のために導入
した基数の概念 （|X|≤|Y|のとき，X の基数は Y の基数以下である）は，
集合単独でその基数を決めることができるようになった．

...ω=ω0 ω0+1∅．．． ω1

・有限の順序数は
そのまま基数

... ω2 ... ωω ...

↑
基数

↑
基数

↑
基数

↑
基数

...

...

全単射が無い 全単射が無い 全単射が無い 全単射が無い

ωαは
ℵαとも言う



選択公理による任意の集合への基数の割り当て
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• 任意の集合 X が与えられたとき，その基数が次のように決まる
n選択公理から，X には整列順序を導入できる．

n整列順序を持つ集合 (X, ≤) はどれかの順序数 β と同型になる

n順序数 β からはそれと全単射がある基数 γ が一意に定まる

∅, ．．．, ω, ...     γ    , ...,   β   , ...

X (X, ≤)
整列集合恒等写像 id

順序数基数

同型写像 f
（全単射かつ順序を保つ）

全単射 g のある最小の順序数がγ

全単射 g・f・id=g・f

∀
つまり，集合 X の
大きさを基数 γと

きめることができる

順序数
および

基数の列



予備知識：集合論の宇宙 V と累積的階層

• 集合論の宇宙 V
nV0 := ∅
nVα+1 := ℘(Vα)
nVλ := ∪α<λ Vα  λが極限の順序数のとき

nV := ∪ α∈Ord Vα

n rank(x) = min(α) such that x∈Vα+1
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V

...
...

...

V0=∅
V1={∅}

階層状に書いているが，実際は各階は
下の階層を含んでいる  Vα⊆Vβ for β≥α

Vα

Vα+1=℘(Vα)

Vλ=∪α<λ Vα

x

rank(x) ははじめて x が
現れた Vαのα



改めて集合とは何か？　その力強さの源泉は？

• 集合論は実は大したことは言ってないはず！　論理的命題の外延的対
応物（extensional counterpart）に過ぎない

• その力強さの源泉とその帰結
n人間が，ある性質を満たす「もの」の総体を新たな「もの」としてイメージできること

（その具体性，「もの」としての実感）

n同時に，すべての性質に「もの」としての実体を与えることがパラドクスの原因に
なっていく
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集合論 論理

個々のもの x に対して
命題 P(x)が調べられる

P(x) が成り立つものの総体
A := {x | P(x)} がある．

＋
ものの総体の同一性の定義

counterpart
x∈A P(x)



（カントールの）素朴な集合論の綻び
数々のパラドクスの顕現
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• カントールのパラドクス
nすべての集合の集合 V を考える． V はすべての集合の集合なので 2V ⊆ V ，
　　つまり，|2V|≤|V|．しかし冪集合の性質から，2V はVより真に大きい．

• ラッセルのパラドクス
n集合 R = {X | X∉X}を考える．R∈RかR∈R か？

uR∈R なら R の定義から R∉R
uR∉R なら R の定義から R∈R

n参考：　R は上の「すべての集合の集合」 V に対し
id : V → 2V

　　で，V の要素と対応が付かない要素
　　 {X | X∉d(X)=X} と一致する．

• ブラリ・フォーティのパラドクス
n順序数すべての集合 Ord は順序数であり Ord < Ord+1 = (Ord ∪ {Ord}) = Ord

すべての集合の集合 V ⊇ 2V　⇒ |V| ≥ |2V|
しかし，冪集合の性質から　　   |V| < |2V|

矛盾　（|V| < |V|）

矛盾 V 2V

id
R?

R := {X | X∉id(X)}

ラッセルの集合 R は，2V の中で
V の要素と対応が付かない要素

X X



パラドクスの起こるメカニズム：準備

• 準備
n　x が推移的集合なら，x⊆℘(x)

ここで，集合 x が推移的 とは，z∈y∈x ならばz∈x　とする

nx が推移的集合なら Rx={y | y∈x ∧ y∉y} は，℘(x) - x の要素

Rx は ℘(x) が x より真に大きくなるのに貢献している要素
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x z∈y∈x ならばz∈x 
∴ y ⊆x 
∴ y ∈℘(x)

id = λy.y
x
℘(x) Rx := {y | y∈x ∧ y∉id(y) } = {y | y∈x ∧ y∉y}

         （これは通常 x そのもの）

y
z

y={．．．, z, ．．．}

℘(x)
x
y

z

y={．．．, z, ．．．}



パラドクスの起こるメカニズム
最大の集合をさらに大きくする

• ∅から初めて，次々に℘(x) をとっていった最後はどうなるか？
nすべての集合の集合 V より真に大きな集合℘(V) が存在してしまう

nそのとき ℘(V) が V より大きくしている具体的な集合が R
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id = λy.y
x

℘(x) Rx := {y | y∈x ∧ y∉id(y) }
　   = {y | y∈x ∧ y∉y}
         （これは通常 x そのもの）

・
・
・

すべての集合の集合 V

R := {y | y∉y}
ラッセルの集合
（パラドクスを起こす）

id = λy.y

すべての集合の集合 V より
大きな集合はない



パラドクスの起こるメカニズム
自然数の集合 ℕ によるアナロジー

• カントールのパラドクスは自然数の上に最大値 ω を置くことに似ている
n自然数の集合 ℕ では，より大きくする操作 n' = n+1 > n の存在のもとではその

最大値 max ℕ を置くことはできない

n解決策は，①最大値を置けないとするか，どうしてもω=max ℕを置きたければ，
②ω+1≤ω になるようにするか，③さらにその上に積み続けるか．．．
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V

℘(X)
X

{∅, {∅}}
{∅}

∅

ω

n+1
n

2
1
0

X' = ℘(X) n' = n+1

...
...

...
...

ω

n+1
n

2
1
0

n' = n+1

...
...

...

より大きくする
操作

集合 自然数ℕ 新自然数ℕ'
置けない ①置けない

+1
②ω+1 がωより
　大きくならない
　ようにするか

②' +1 はωに適用
　　しないように
　　するか

③さらに上に
積み続けるか



パラドクス回避の戦略
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id = λy.y
x

℘(x) Rx := {y | y∈x ∧ y∉id(y) }
　   = {y | y∈x ∧ y∉y}
         （これは通常 x そのもの）

・
・
・

すべての集合の集合 V

id

R := {y | y ∉y}

ZFC
・V まで集合として考えない
・下方も∈の無限降下列は
　考えない
・すべての集合は∅から
　組み立てられるようにする

New Foundations
・内包公理で変数のランクが
　違う条件は許さない

Positive set theory
・内包公理で否定を使った
　条件は許さない

この条件式
y∉y

を許さない

y∉y
∈の右側の方がランクが

高いはず

y∉y
否定は許さない

℘(V)=V

（存在できない）
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公理的集合論ZFCの概要

・準備
　　形式的体系（理論），構造，解釈，モデル
・ＺＦＣの概要
・個別の公理について



準備：形式的体系（理論），構造，解釈，モデル

• 今回紹介する理論はすべて一階述語論理による形式的な理論（図左側）で記述される

• そのモデル（右側）が存在すればその理論は無矛盾である（P, ￢P 両方は導かれない）
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関数記号 (∅, ω, ...)
述語記号 =, ∈ (, set(・), ...)

項 x (, ∅, suc(x), ...)
原子式 x=y, x∈y, ...

公理群１
論理に関する公理群
等式に関する公理群

公理群２
∈を含む

公理

外延性公理など，その
体系に応じて

定理

公理から，予め決めら
れた推論規則（三段論
法等）で導かれるもの

形式的体系（理論 T） M 理論 T にある「もの」の集合

関数 (∅, ω, ...)
述語（関係） =, E (⊆ M×M), ...
項の解釈 M の要素

原子式の解釈 真偽

上の解釈の下で形式的体系の
論理式の真偽判定が可能になる

構造 (M, E)　（公理群が成り立てばモデル）

理論Ｔの公理群がすべて真であるような
解釈を理論 T のモデルという

理論 T がモデルを持てば，
その理論は「無矛盾である」とする

モデルではその理論の定理も真である

μ
解釈

μ＊

拡
張



今回扱う形式的体系についての注意

• 今回紹介する理論はすべて一階述語論理で記述される

• 公理図式
n 「．．．の形の論理式φ(x) に対して集合 {x | φ(x)} が存在する」というような公理は

φの取り方で無数の公理を表している．このように公理の一部分がパラメータになっ
ているものを公理図式と呼ぶ．

• 論理を古典論理から直観主義論理などに変えることでも集合論の変種が
できるが，論理学自身の変種は今回は扱わない（複雑になるため）

• 形式的理論の無矛盾性について
n形式的体系が無矛盾であることをいうことが重要である．これは，通常，例えば ZFC 

のモデルが存在すると仮定すると，別の理論にもモデルを作ることができるというよ
うな相対的無矛盾性を示すことになる

n本資料では多くの体系を紹介するが，個別の無矛盾性を証明するのではなく，必要
な場合は現在の証明されているかどうかを述べるにとどめる場合が多い

2019/6/19 (C) All Copyrights reserved 2019, by Akihiko Koga 29



ZFC（Zermelo-Fraenkel + Axiom of Choice） の全体像

• ここでは便宜上，ZFC の公理図式群を次のように分類する（私案）
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[∃∅]
∃ω

①外延性公理

④基礎の公理

生成１
（基本的的な生
成手段）

∃ {x, y}　for 集合 x, y
∃ ℘(x)　   for 集合 x
∃ ∪x　      for 集合 x

生成２
（内包
公理’）

置換 関数＊ F に対してFx は集合

分出 [{x | x∈A ∧ φ(x)} は集合]
生成３
（選択関数）

x≠∅かつ∀y∈x y≠∅ なら x 
の選択関数が存在する

ZFC

＊集合 F が関数とは (x, y), (x, z) ∈ F →y=z が
　成立すること．このとき
　　Fx := {t | ∃s∈x such that (s, t)∈F}
　とする．
[...] は導出可能だがZFCに入れることが多い

②種

③集合の生成手段

集合の同一性
要素が等しい二つの
集合は相等しい

∈の降下列は有限回数で
∅に到達する
（これはかなりの意訳）



ZFC の公理図式の表
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No 分類 名称 内容

1 集合の同一性 外延性公理 ∀A, B  (A=B  ↔ ∀x (x∈A↔x∈B))
2 集合の種 空集合の存在 ∃∅ (∀x ￢ (x∈∅))

（無限集合の存在と分出公理から導出可能）

3 無限集合の存在 ∃ω (∅∈ω∧ ∀x (x∈ω → x∪{x}∈ω))
4 集合の

生成
生成１ ペアの存在 ∀x, y ∃z ∀u (u∈z → (u=x ⋁ x=y))

（z を{x, y} と書く）

5 べき集合の存在 ∀x ∃y ∀u, v (u∈y ↔ (v∈u → v∈x))
（y を℘(x) と書く）

6 和集合の存在 ∀x ∃y ∀u (u∈y ↔ (∃z∈x ⋀ u∈z))
（y を∪x と書く）

7 生成２ 置換公理 ∀x,y1,y2 (φ(x, y1) ∧ φ(x, y2) → y1=y2)
    →∀A ∃B ∀y (y∈B↔∃x (x∈A ∧ φ(x, y))

8 分出公理（制限
付き内包公理）

∀X ∃A (x∈A↔(x∈X ∧ φ(x))
（{u∈x| φ(u)} と書く．置換公理から導出可能）

9 生成３ 選択公理 X≠∅∧ (x∈X→x≠∅) → ∃f (f は X の選択関数＊)
10 基礎の公理 基礎の公理 ∀x (x≠∅→∃y (y∈x ⋀ x∩y=∅))

＊長いので省略



分出公理と置換公理

• 分出公理（Zermelo 1908） ... もとの内包原理を集合内に制限したもの
nA が集合なら {x∈A | P(x) } は集合である（{x | x∈A ∧ P(x)}と書くこともある）

• 置換公理（Fraenkel 1922）
n F が関数で，A が集合なら，{F(x) | x∈A} は集合である

• ZFC の他の公理の下では分出公理は置換公理から導かれる
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A

F(A)={F(x) | x∈A} は集合

・

・

・・

・

・

・

・

・・

・

・

x F(x)

・

・

・・

・

・

{x∈A | P(x)} は集合

集合の範囲内でしか要素を集められないので，
全部集めても集合の限界を超えることがない

A



分出公理と置換公理の関係（filter と map）

• 分出公理が置換公理から導かれるのは，プログラミング言語で filter が 
map を使って作ることができることを考えると分かりやすい
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filter([a0, a1, a2, ...], p) = [a2, a5, ...]

                        p(ai) が成立するものだけを残す

map([a0, a1, a2, ...], f) = [f(a0), f(a1), f(a2), ...]

                        各 ai に関数 f を適用してリストにする

filter(list, p) = union(map(list, λx.(if p(x) then [x] else [])))

ただし，union(list) は list の中のカッコを１つ解く関数とする
（例 union([[a], [], [b, c], [d]]) = [a, b, c, d]）

filter は mapと union と [・] と [] 使って書ける
（union, [・], [] は ZFC の中にある）

（分出公理に相当）

（置換公理に相当）



基礎の公理（Axiom of Foundation）

• 基礎の公理（Axiom of Foundation / Axiom of Regularity）

  
• わかりにくい形をしているが，ペアの公理と合わせると∈に関して循環す

る集合が存在しないという条件など，∈の無限列を禁止できる
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∃
y に対して，こういう要素 ? は存在しない（x∩y=∅）

ペアの公理
∀a, b ∃ {a, b}
(∀a ∃ {a} = {a, a})

y∈y となる集合 y は存在しない

y∈y とすると ペアの公理からx = {y} という集合が作れる．
x の唯一の要素は y であるが y∈y であるので y∈x∩y
つまり y∩x≠∅となる要素が無いので基礎の公理に反する

x = {..., y, ..., ?  , ...}

∀x≠∅ ∃y∈x  (x ∩ y = ∅)



基礎の公理（つづき）

• さらに次のことが言える
ny∈z∈y という状況も生じない

n集合は∈に関して無限降下列 ... ∈ y2 ∈ y1 ∈ y0 は作れない

　（弱い形ではあるが選択公理（可算選択公理）が必要）

nしかもそのような有限降下列の最後は∅で終わる

• 基底の公理は von Neumann により追加された（1925）
n基底の公理は von Neumann 順序数の扱いを容易にする

u集合 A がvon Neumann順序数のある集合のとき，上のyがAの最小要素となる

Ø異なるvon Neumann順序数 a, b の大小は a∈b あるいは b∈a で決める

Ø x の中のyでどのxの要素も含まない要素は x の中のほかのどの要素よりも小さい

• この表現はかなり技巧的な表現で，より直観的な「∈の無限降下列がない」
や「集合の∈は整礎（well-founded）関係である」の表現方法もある
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x = {..., y, ..., z, ...}
x∩y=∅ z∉y

２つの異なる von Neumann順序数
y, z では y∈z または z∈y だから
y ∈z．すなわち y < z

y1

y2

y3

・
・
・

y1

y2

y0

∈
∈

∈
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初期の集合論とZFCの関係
　・Zermelo's Original Set Theory
　・MacLane Set Theory
　・TST (Typed Set Theory)



ZFC と初期の公理的集合論の関係
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Zermelo's Original Set Theory

Zermelo's Real Original Set Theory

ZFC
(Zermelo-Fraenkel + Choice)

MacLane Set Theory   TST
(Typed Set Theory)

・基礎の公理(1925)
・選択公理

・分出公理→置換公理（Fraenkel）

＝

＞
＞

・分出公理の制限緩和

1986

限量子が集合内→全集合を渡れる
　　例 {x∈A | ∀y∈B. φ(x, y)}
　　　　の∀y∈B.の部分を落としたものを
　　　　許す（記述能力は上がる）

1908

modern form

Principia Mathematica
↓

1910-13

圏論用に弱い公理系を提案したもの

分出公理だけでは，例えば，
ω×2 の順序数は作れなかった1922

1930
「基礎の公理」の入った教科書

（後述）



Zermelo's original set theory
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[∃∅]
∃ω

①外延性公理

④基礎の公理

ZFC

②集合の種

③集合の生成手段

集合に関しては
要素が等しい二つの
集合は相等しい

∈の降下列は有限回数で
∅に到達する
（これはかなりの意訳）

ZFC との本質的な違いは置換公理ではなく分出公理を使うことである

生成１
（基本的的な生
成手段）

∃ {x, y}　for 集合 x, y
∃ ℘(x)　   for 集合 x
∃ ∪x　      for 集合 x

生成２
（内包
公理’）

置換 関数 F に対してFx は集合

分出 {x | x∈A ∧ φ(x)} は集合

生成３
（選択関数）

x≠∅かつ∀y∈x y≠∅ なら x 
の選択関数が存在する



MacLane's set theory
• 基本的には Zermelo's set theory と同じであるが，分出公理での論理式

の制限が強く，Zermelo's set theory より弱い
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[∃∅]
∃ω

①外延性公理

④基礎の公理

ZFC

②集合の種

③集合の生成手段

集合に関しては
要素が等しい二つの
集合は相等しい

∈の降下列は有限回数で
∅に到達する
（これはかなりの意訳）

生成１
（基本的的な生
成手段）

∃ {x, y}　for 集合 x, y
∃ ℘(x)　   for 集合 x
∃ ∪x　      for 集合 x

生成２
（内包
公理’）

置換 関数 F に対してFx は集合

分出 {x | x∈A ∧ φ(x)} は集合

生成３
（選択関数）

x≠∅かつ∀y∈x y≠∅ なら x 
の選択関数が存在する

φ(x) の中の限量子は集合の要素に
渡ってしか変化できない
　　例 φ(x) ≡ P(x, y) ∧(∀y∈B Q(y))



TST(Typed Set Theory) (1)
• 概要

nPrincipia Mathematica (1910-1913) に記された型理論を現代的な形にやきなおし
たもの（1970）

n多ソートの一階述語論理で記述された理論（=, ∈）

nソート（型（type）と呼ぶ）は自然数 0, 1, 2, ... で上付きの添え字付けされる

n原子論理式は xn=yn または xn∈yn+1 の形の式（上付きの数は変数の型）

n直観的な説明
utype 0 のオブジェクトは individuals と呼ばれるもの

utype 1 のオブジェクトは type 0 のオブジェクトの集合

utype n+1 のオブジェクトは type n のオブジェクトの集合

• 公理
n外延性公理：　∀AB.(A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x∈B))
n内包公理：　変数 A が自由に現れない型付けされた論理式φに対して 

        ∃A.(∀x.(x∈A ↔ φ(x)))
この A を {x | φ(x)} と書く
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TST(Typed Set Theory) (2)
• 次のようなプログラミング言語を考えれば理解しやすい

n基底の型として αがある．これが型 0
n型構築子 set(・) がある．list(・) や array(・) のようなものの類似と思えばよい．こ

れが型を１つ上げる

n型付け可能な論理式とは

n例
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変数宣言
論理式

x=y が現れたら，x と y の型は等しい．
x∈y が現れたら，x:β; y:set(β) でなければならない 

変数宣言部では

var x : set(α);
      a, b, u: α;

x={u | u=a ∨ u=b} → a∉x → b∈x

我々が日々使っているプログラ

ミング言語ではこのくらいの型付けは

するので，それを考えれば大した

手間では無いようにも思うが．．．

補足：後で出てくる Quine の New Foundations では，一つでも変数宣言をつけることが
         可能な論理式による内包公理を許すことで，宣言部をつける煩わしさを軽減している



TST(Typed Set Theory) (3)

• 諸定義
nVn+1 := {xn | xn = xn}n+1

n∅n+1={xn | xn ≠xn}n+1

u∅1 と ∅2 は同じか？　あるいは　異なるか？　等しいことは証明できないハズ

u世の中のプログラミング言語で list(α) と list(list(α)) の [] は同じか？

n{xn, yn} := {zn | zn=xn ∨ zn=yn}n+1

n (xn, yn) := {{xn}, {xn, yn}}n+2 
• 数の構成（肩付きの添え字は省略）

n0 := {∅}
nA+1 := {a∪{x}| a∈A ∧ x ∉A} for any set A
nN : 0 を含み，successor 操作で閉じているすべての集合の交わり

nF := ∪ N
• 通常 TST に次の２つの公理を加える

nAxiom of Infinity：　Vn+1∉Fn+2

nAxiom of Choice：　選択関数が存在する
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型が違うので∅1=∅2 と
いう式は書けず



Typed Set Theory と Zermelo Set Theory の関係

• 表面上は同等に見える
n TST も Zermelo set theory も

u無限集合の存在を言える

u繰り返し power set を作れる

u自然数 n に対して，ℵn の存在が言えるが，ℵωの存在は言えない

• しかし実際は Zermelo set theory の方が強い（Kemeny, 博士論文 1950）
n Zermelo set theory は TST の無矛盾性を言える

• 強さの源泉は分離公理における限量子が全宇宙を渡ることができるこ
とである
n Zermelo set theory の分離公理をΔ0論理式に限ったものを Mac Lane set theory 

という （Δ0論理式とは限量子の渡る範囲を集合に限った論理式）

nMac Lane set theory と TST はお互いに相手を解釈することができる
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Zermelo's set theory
• ZFC での基数の実現は Zermelo's set theory ではできない

n基数は最初の順序数と定義されるので順序数で述べる

nZermelo's set theory では von Neumann Ordinals を 0, 1, 2, ..., ω, ω+1, 
ω+2, ... と作っていくことができる

nしかし，ω・2 = {0, 1, 2, 3, ..., ω, ω+1, ω+2, ...} を作ることはできない

nZFC では置換公理を使うことでこのような順序数を作り出すことができる

uω = {0, 1, 2, ...}
uF := λn.ω+n
uω・2 := ω ∪ F(ω) = {0, 1, 2, 3, ...} ∪ {ω, ω+1, ω+2, ...}
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クラスのある集合論

・VGB (von Neumann, Gödel, Bernays) set theory
・Kelley-Morse set theory
・Ackermann set theory
・Pocket set theory

・ZFC では大きすぎる集まりを集合として取り扱うことによるパラドクスの発生を
　心配して，「すべての集合の集まり」級の大きさの集まりを直接扱っていない

・現代数学ではこのような大きな集まりを考察の対象にしたいことがある

・ここではこのような大きな集まり（クラス）を扱う集合論を紹介する



巨大な集まりを扱いたい動機

• 近年の数学では「集合の集まり」級の集まりを考えたいことがある
n普遍代数（Universal Algebra）

u例えば，可換群すべての集まりは集合になるだろうか？

u群自体は，A を集合として順序対 (A, f : A×A→A) であると考えれば集合である

u群すべての集まりは群を特別な集合と思えば，集合の集まりの一部である

u一方，任意の集合 A に対して，({A}, fA)  where fA(A, A)=A を対応させればこれ
は単位元だけからなる群と同型だが，A が異なれば，お互いに異なる

u単位群の集まりは集合にならない．可換群の集まりはそれより多く集合にはなり得ない

n圏論（Category Theory）
u普通に，集合の圏 Sets や群の圏Grps，圏の圏 Cats などを考える
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A

集合の集まり
単位群 ({A}, fA)

単位群の集まり

可換群の集まり

これらの巨大な集まりを考えることは集合論的にはどのように保障されるのだろうか？

1:1 対応



クラスのある集合論の相互関係
VGB, Kelley-Morse, Ackermann, pokect set theories

• ここで紹介する４つの集合論＋ZFC は次のような関係になっている
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ZFC

VGB
Kelley-Morse

Ackermann Pocket
(Small)

・なんらかのクラスの要素に
　なるものが集合
・真のクラスはクラスの
　要素にならない

・真のクラスもクラスの
　要素になり得る

・無限の大きさには２つ
　しかない
    ℕ 自然数の集合（集合）
    ℝ 実数の集合（クラス）

>
理論の強さ

集合の命題に限れば強さは同等

Kelley-Morse のほうがVGBより内包原理で使える
論理式の制約が弱いため，理論として真に強い
（VGB の無矛盾性を証明してしまう）



公理的集合論へのクラス追加の無害性（１）

• もとの集合論で集合と考えられないような大きな集まりを追加すること
が無害（harmless）であることを確信することは難しくない

• 何か ZFC のような集合論の理論 T とそのモデル (M, E) があるとする

• 理論 T とモデル M を次のように拡張する

2019/6/19 (C) All Copyrights reserved 2019, by Akihiko Koga 48

T
∈

M

℘(M)

理論 T' : T に次のものを加える
　・℘(M) の元に対応する定数
　・新しいmembership 述語∈2

モデル M' : = M ∪ ℘(M)　（直和）
・x∈2y x∈M, y∈℘(M) は本当の集合の∈で解釈
・℘(M) の元同士の∈2 は作る体系による 

∈2

E

∈

λx.μ(x)
元の解釈

λx.x

℘(M)の元に
対応する

新しい定数



公理的集合論へのクラス追加の無害性（２）

• 次に理論の∈と∈2 を一つの∈に潰したモデルでの関係E*を作る．

• このとき，外延性公理を満たすためには，次の２つの元の同一視をする
必要があるので注意深くやること（とのこと）

• このようにしてすべての集合の集まり M を持つモデルができる
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T
∈ M

℘(M)
理論 T' モデル M' : = M ∪ ℘(M)　　（直和） 

∈2

E

∈

λx.μ(x)
元の解釈

λx.x

y

{x∈M | x E y}
外延性公理から
この二つの元は
等しい必要がある

℘(M) {x∈M | x E y}
M y

y の同一性は外延性公理からそれと x E y の
関係になっている x∈M で完全に規定されてしまう

℘(M)の元に
対応する

新しい定数



クラスあり集合論一般の話

• このような℘(M) を追加して得られた理論でのオブジェクトの呼び名
n一般的なオブジェクト クラス（classes（下の sets を含む））
nもとの理論のオブジェクト 集合（sets）

uDef. set(x) ≡ ∃Y (x∈Y)
　（もとの理論のオブジェクトは℘(M)のどれかの要素に含まれている）
set にならない class を 真のクラス（proper class）という

n以下，集合を渡る変数を小文字で，クラスを渡り得る一般的な変数を大文字で書く

• クラスを持つこれらの理論では共通して次の２つの公理を持つ
nAxiom of Extensionality 

u∀AB.(A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x∈B))
nAxiom of [Predicative] Class Comprehension

u ∃A.(∀x.(x∈A ↔ φ(x)))
Øただし，Predicative をつけるときは，「x はその値が集合を渡って変化する変

数であるとき」という条件を付ける
Ø x が小文字であり，集合を表す変数であることに注意．それを明示すると
　　　　∃A.(∀x.(x∈A ↔set(x) ∧ φ(x))) になる

uこの A は外延性の公理から一意に決まり， {x | φ(x)} で表す
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VGB (von Neumann, Gödel, Bernays) の集合論

• 概要
n ZFC の保守的な拡張である（集合についての命題に限ればZFCと同等）

nvon Neumann により（関数の理論として）提案され（1925），Bernays と Gödel 
（1940）により修正された

nこの理論で扱うオブジェクトはクラスと集合．クラスの一部分が集合．

nx を集合を渡る＊変数とするとき

　 {x | φ(x)} はクラスとして存在する
uこれが何か集合の部分であるときは

　　これも集合になる

uすべての集合のクラス V から全単射が

　　ある場合は真のクラス
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真のクラスの集まり
（一層のみ）

集合の集まり

∈
∈

∈
．

．
．

＊日本語としては「その値が集合を渡って変化す
る変数」くらいが妥当なのでしょうが，長くなるの
で略します．変な日本語ですがご容赦ください．



• 基本的な型をクラスに置き換えて，クラスが集合になる基準を与える

VGB 集合論
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[∃∅]
∃ω

①外延性公理

④基礎の公理

生成１
（基本的的な生
成手段）

∃ 集合{x, y}　for 集合 x, y
∃ 集合℘(x)　   for 集合 x
∃ 集合∪x　      for 集合 x

生成２
（内包
公理’）

置換 関数 F に対してFx は集合

分出 集合の部分クラスは集合

内包 ∃クラス{x | φ(x)}
　　ただしφは predicative

生成３
（選択関数）

x≠∅かつ∀y∈x y≠∅ なら x の
選択関数が存在する

ZFC

②種

③クラス／集合の生成手段

クラスの同一性
要素が等しい二つの
集合は相等しい

∈の降下列は有限回数で
∅に到達する
（これはかなりの意訳）

Limitation of Size V から全単射があれば真のクラス

⑤クラス／集合の大きさの基準

消されたものは，より強い公理＊から導かれるので不要なだけ

＊

＊



VGB のクラス内包公理

• クラス内包公理

　　　　　　　　   クラス {x | φ(x) } が存在する
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predicative な論理式
　φの中に現れる限量子の
　取り得る値は集合の中に
　限られる．

　（例）
　　　φ(x) ≡ ∀y y∈B ∧P(x, y)

impredicative な論理式
　φの中に現れる限量子の
　取り得る値に制限はない．
　すべてのクラスを動いて
　構わない．

　（例）
　　　φ(x) ≡ ∀y P(x, y)

VGB Kelly-Morse

これについては Kelly-Morse のところでもう一度絵を使ってイメージを補強する



Axiom of Limitation of Size
• 真のクラスと集合とを分ける基準

• ZFC の置換公理に似ている

• 前提知識
nClass Comprehension から V := {x | x=x} はクラスとしては存在する

nこれはすべての集合のクラスになる

• Axiom of Limitation of Size の内容
nクラス C が真のクラス iff V から C へのクラス全単射が存在する
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クラス C が真のクラスである
（つまり集合でない）

V := {x | x=x} から C への
クラス全単射fが存在する

∃ f : V → C
（全単射）



VGB の公理図式（表版）

• VGB の公理図式は次の通りである
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No 公理名 内容

1 Axiom of Extension ∀AB.(A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x∈B))
2 Axiom of Predicative 

Class Comprehension
{x | φ(x)} が存在する．ただし，x は集合を渡る変数
（Predicative）

3 Axiom of Seperation 任意の集合の部分集合は集合である．
Class Comprehension と合わせると通常の 
Seperation になる

4 Axiom of Power Set 任意の集合 x に対して ℘(x) は集合である

5 Axiom of Set Union 任意の集合 x に対して，∪x は集合である

6 Axiom of Infinity ∅を含み，x を含むなら x∪{x} を含む集合が存在する

7 Axiom of Limitation of 
Size

クラス C は集合ではない ↔ ∃f: V→C,  f はクラス全単射

8 Axiom of Foundation 空集合でない任意の集合 x に対して，∃y∈x (x∩y=∅)



VGB で抜けているZFC の公理について（１）

• ペアの存在 ... {x, y} が集合であること
n{x, y} がクラスとして存在していることは Class Comprehension から言える

nV には最低でも，∅, 1:=∅∪{∅}, 2:=1∪{1} の３つがあることは言える

nV から {x, y} に全単射はないので，{x, y} は proper class ではない

nしたがって {x, y} は集合である

• 選択公理 ... X≠∅かつx∈X が∅でなければ選択関数が存在する
nAxiom of Limitation of Size から言える

nvon Neumann Ordinals の集まり Ords は集合ではない

nしたがって，V から Ords へのクラス全単射 f があり， V の要素 x は f(x) の順
序で整列順序（したがって全順序）がつくことになる

選択公理より強い公理（global well-ordering）が成り立つ

uX を∅でないクラスとし，その要素 x は∅でない集合とすると，各 x に対して，その要
素 y で f(y) が最小となる y を対応させることで選択関数を作成できる

nこれは Axiom of Limitation of Size を採用すると選択公理の否定が入れら
れないことを意味する
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VGB で抜けているZFC の公理について（２）

• 置換公理   ... a が集合でFが関数なら F(a) は集合である
nこれもAxiom of Limitation of Size から言える

na を集合とし，F をクラスの関数（一意性をもった順序対の集まり（クラス））

nB := F(a) は class comprehension から存在する

nこれが集合でないなら，V から B へのクラス全単射があり，さらにこれは a のあ
る部分集合 a' までのクラス全単射を構成することができることになる

na は集合で V からのクラス全単射はないはずであるから，これは矛盾である

nしたがって，B には V からのクラス全単射はなく，B も集合
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VB:= F(a)a

クラス全単射

クラス全単射

クラス全単射G

a' F



VGB で抜けているZFC の公理について（３）
選択公理と同居できるWeak Limitation of Size の公理

• 選択公理が成立してしまうことを避けたければ Axiom of Limitation 
of Size を弱めればよい

nこのように弱めても置換公理はまだ成立する

　　（「全単射」を「関数」に置き換えれば置換公理になる）

nLimitation of Size が選択公理と分出公理を含んでしまうということはVGBの
驚くべき特徴である
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Weak Limitation of Size
　　任意の集合 a とクラス B について，a から B への全単射があれば B は集合である

Ords V
∃全単射

∃全単射

∃集合a 集合B

Limitation of
Size

Weak Limitation
of Size

￢∃クラス全単射
弱化



VGBの特徴

• VGB は有限公理化可能である

nつまり，公理スキームでなく有限個の公理で記述できる

nこれは Class Comprehension のインスタンスの公理が有限個で済むということ
によっている．色々な公理のリストがあるが，例を一つ載せておく．

uboolean intersection:　クラスA, B に対して A∩B はクラス

ucomplement: クラス A に対して V - A = {x | x∉A} はクラス

upairing: クラス集合A, B に対して {A, B} はクラス集合

（以下，集合 x, y に対して， (x, y) は {{x}, {x, y}} で定義される）

uprojections: π1={((x, y), x) | x=x}, π2={((x, y), y) | x=x} はクラス

urelative product:　クラスR, S に対して R|S = {(x, y) | ∃z (x, z)∈R ∧ (z, y)∈S} 
はクラス

uconverse:　クラス R に対して R-1 = {(y, x} | (x, y)∈R} はクラス

udomain:　クラス R に対して dom(R) = {x | ∃y (x, y)∈R} はクラス

uprimitive relations: Eq={(x, x) | x=x} と Mem={(x, y) | x∈y} はクラス

ucartegian product:　クラスA, B に対して A×B = {(a, b) | a ∈A, b∈B} はクラス
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VGBと ZFC の強さ
準備：ZFC によるVGBのクラスの記述

• VGB のクラスは ZFC の論理式の集合で記述することができる（「項モデ
ル」に似ている）

• このモデルを次のことを示すために使うので説明しておく 
nVGB が集合に関する命題についてはZFCと同等であること

nKelley-Morse がVGBより強いこと

• アイデア
n ZFC における自由変数が一つの論理式φ(x) の集まりでVGBのクラスと∈関係をシ

ミュレートする（「項モデル」ではなく「論理式モデル」を考える）
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M で同値が成り立つ自由変数が
１つの論理式の集合
{φ(x) | M ⊨ φ(x)↔φa(x)}

M⊨∃y ∀x
      (x∈y ↔ φa(x)) ∧ φb[x:=y]

ZFC with model(M, E) VGBのモデル

クラスA論理式の集合

クラスB

∈

[φa(x)]

[φb(x)]
E*



VGBと ZFC の強さ

• ZFC のモデル(M, E) から VGB (with Weak Limitation of Size)のモデル構築
nあらかじめ ZFC に M の元を定数として追加しておく

nPreClass を ZFC に自由変数が x だけの項の集合とする
uPreClass := {φ(x) | φ(x) は x だけを自由変数とする ZFC の論理式}

nC := PreClass/～ 
uここで～は次のような Preclass 上の同値関係

Øφ(x) ～ψ(x) iff M ⊨∀x (φ(x) ↔ ψ(x) )
nCの上の二項関係 E* (C での∈の解釈）を次のように定義する

u[φ] E* [ψ] iff (M ⊨ ∃y ∀x (x∈y ↔ φ(x)) ∧ ψ[x:=y])

n (C, E*) は VGB with  (with Weak Limitation of Size) のモデルになる

n (C, E*) は集合に関しては (M, E) と丁度同じ命題を満足する
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C := Preclass/～

[φ(x)]  E*  [ψ(x)] 

M

x∈y
∃y ψ[x:=y]  s. t. 

φ(x)

def



Kelley-Morse の集合論

• 概要
nVGB とは，Kelly-Morse はフルの Class Comprehension を採用するという部

分だけが違う

uClass Comprehension
クラス {x | φ(x)}  が存在する

Ø VGB : φ(x) は predicative つまり，φ(x) の限量子は集合だけを渡る

Ø Kelley-Morse : φ(x) は impredicative でよい．つまり制限なし

nKelley-Morse も真のクラスはクラスの

　要素となりえない

nKelley-Morse の集合論は VGB より強く，

　VGB の無矛盾性を証明できる

nKelley-Morse の集合論は有限公理化

　可能ではない
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真のクラスの集まり
（一層のみ）

集合の集まり

∈
∈

∈
．

．
．



VGB と Kelley-Morse のクラス内包公理の違い

• Kelley-Morse の内包公理の論理式では，クラスを渡る限量子も使うこと
ができる．結果，より多くの「もの」との拘束関係で新しいクラスを定義
できるので，より複雑な形状のクラスを規定できる．

• 例としてクラス{x | ∀y φ(x, y) ∧ Q(y)}の定義の様子を図示する
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{x | ∀y φ(x, y) ∧ Q(y)}

クラス

集合

x

∀y

φ(x, y)
x を拘束

{y | Q(y)}

{x | ∀y φ(x, y) ∧ Q(y)}
より複雑な形状を規定できる

クラス

集合
∀y

φ(x, y)
x を拘束

{y | Q(y)}

x

VGBのクラス内包公理 Kelley-Morseのクラス内包公理

より多くの
「もの」との
関係で x を
規定



• VGB の内包公理で論理式の制限を取り外したもの

Kelley-Morse 集合論
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[∃∅]
∃ω

①外延性公理

④基礎の公理

生成１
（基本的的な生
成手段）

∃ 集合{x, y}　for 集合 x, y
∃ 集合℘(x)　   for 集合 x
∃ 集合∪x　      for 集合 x

生成２
（内包
公理’）

置換 関数 F に対してFx は集合

分出 集合の部分クラスは集合

内包 ∃クラス{x | φ(x)}
　　ただしφは predicative

生成３
（選択関数）

x≠∅かつ∀y∈x y≠∅ なら x の
選択関数が存在する

ZFC

②種

③クラス／集合の生成手段

クラスの同一性
要素が等しい二つの
集合は相等しい

∈の降下列は有限回数で
∅に到達する
（これはかなりの意訳）

Limitation of Size V から全単射があれば真のクラス

⑤クラス／集合の大きさの基準



Kelley-Morse による論理式のコーディングと
VGBの無矛盾性の証明

• 先にZFC のモデル(M, E) とZFCの論理式を使ってVGB のモデルを作った
nPreclass := {φ(x) | φ(x) は x だけを自由変数とする ZFC の論理式}
nClass := Preclass/～  where φ(x) ～ψ(x) iff M ⊨∀x (φ(x) ↔ ψ(x) )
n [φ] E* [ψ] iff (M ⊨ ∃y ∀x (x∈y ↔ φ(x)) ∧ ψ[x:=y])

• Kelley-Morse の公理系による上記ステップのシミュレート
nVGB でも Kelley-Morse でも，クラスの順序対をクラスで表現できる

ukuratowski の順序対 {{x}, {x, y}} は，x や y が真のクラスのとき使えないが，別の
方法で順序対を表現することができる

nしたがって，VGB でも Kelley-Morse でも論理式をクラスでコーディングできる．
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M. Randall Holmes, Thomas Forster, and Thierry Libert : ALTERNATIVE SET 
THEORIES, Sets and Extensions in the Twentieth Century 2012
p573 15行目～20行目
　Kelley-Morse の impredicative な内包公理だと，クラスを渡る限量子を使えるの
で，上のVGBのモデル構築を Kelley-Morse の公理系の中で実施できるということ
が書いてあると思うが，残念ながら，力不足で私には十分内容を読み取れない．



Ackermann set theory
• VGB や Kelley-Morse set theory と違いAckermann set theory では真の

クラスが別のクラスの要素になり得る
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真のクラスの集まり
（一層のみ）

集合の集まり

∈
∈

∈
．

．
．

VGB / Kelly-Morse set theory

∈
∈

．
．

．

真のクラスの集まり

Ackermann set theory

∈
∈

．
．

．

集合の集まり

∈
∈



Ackermann 集合論

• 一階述語論理で記述される理論
n一般的なオブジェクトは class
n基本的な関係は，=, ∈, set(・) 
　（set(・)を入れる代わりに，定数 V を入れる方法もある．set(x)≡(x∈V)）

• ５つの公理からなる
nExtensionality: 同じ要素からなるクラスは等しい

nClass Comprehension : 変数 A が自由変数でない任意の論理式φに対して
u∃A (∀x (x∈A ↔ set(x) ∧ φ(x)) 　　　　（A を {x | φ(x)} と記す）

nElements: 集合の要素は集合である

nSubclasses : 集合の任意のサブクラスは集合である

nSet Comprehension : 論理式 φ(x) が次の性質を満たすとする．
u変数 A が自由変数でない

u述語 set(・) が現れない

ux 以外の自由変数は集合を表す

u∀x (φ(x) → set(x))
　このとき ∃A (set(A)∧(∀x (x∈A ↔ φ(x)) が成立する（A を {x | φ(x)} と記す）
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• =, ∈のほかに１項関係として set(・) がある

Ackermann set theory
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[∃∅]
∃ω

①外延性公理

④基礎の公理

生成１
（基本的的な生
成手段）

∃ 集合{x, y}　for 集合 x, y
∃ 集合℘(x)　   for 集合 x
∃ 集合∪x　      for 集合 x
集合の要素は集合

集合の部分クラスは集合

生成２
（内包
公理’）

置換 関数 F に対してFx は集合

分出 集合の部分クラスは集合

内包1 ∃クラス{x | φ(x)}　

内包2 ∃集合 {x | φ(x)}
　　φには set(・)が現れない
　　x 以外の自由変数は集合
　　∀x (φ(x)→set(x))

生成３
（選択関数）

x≠∅かつ∀y∈x y≠∅ なら x の選択関
数が存在する　★好みに応じて追加

ZFC

②種

③クラス／集合の生成手段

クラスの同一性
要素が等しい二つの
集合は相等しい

∈の降下列は有限回数で
∅に到達する
（これはかなりの意訳）

★好みに応じて追加



Ackermann set theory の「心の中のモデル」

• 公理（再掲）
nElements: 集合の要素は集合である

nSubclasses : 集合の任意のサブクラスは集合である

nSet Comprehension : 論理式 φ(x) が次の性質を満たすとする．
u変数 A が自由変数でない

u述語 set(・) が現れない

ux 以外の自由変数は集合を表す

u∀x (φ(x) → set(x))
　このとき ∃A (set(A)∧(∀x (x∈A ↔ φ(x)) が成立する（A を {x | φ(x)} と記す）

• 「心の中のモデル」
nクラスは単に潜在的に存在する集まり，集合は実際に構築されたクラスと考える

n実際に構築されたクラスである集合から具体的に構成されたクラスはやはり集合
u実際に構築された集合の要素や部分集合も集合

n最後に，集合の王国（realm, V または set(・)）を寄り所にせずに，個々の実際のも
ので定義され，実際のものしか含まないと分かったものはやはり実際のもの．
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（Ackermann 集合論 続き）

• Ackermann 集合論では次の定理が成り立つ
nUniverse : すべての集合からなるクラス V := {x | set(x)} がある

nEmpty Sets : ∅ := {x | x≠x} は Set Comprehension を満たすので集合

nPairing : a, b が集合なら {a, b} も集合

nUnion : a が集合なら ∪a も集合

nPowerset : a が集合なら℘(a) も集合

n Infinity : ∅∈ω　∧ ∀x (x∈ω → x∪{x}∈ω) となるωが存在する
uこれが言えるのは驚きとのこと

nSeperation : aが集合なら，任意の論理式φ(x)に対して {x∈a | φ(x)} は集合

nTransitive Closure : 集合 A の推移的閉包 TC(A) は集合
uA の推移的閉包 TC(A) とは A を部分集合として含むすべての推移的集合の交わり

この時点で Ackermann set theory は Zermelo set theory の強さはあること
がわかる
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その他の Ackermann set theory の特徴

• 基礎の公理を置いていない場合は∈の無限降下列が存在し得る

• 集合に関しては ZF と同等（次ページ）

• Ackermann set theory の well-founded sets だけ集めたものは ZFC のモ
デルになる
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Ackermann 集合論と ZF 集合論との関係

• Ackerman 集合論は ZF の命題についてはZF と同じ証明の強さがある
nZF の命題 F に対し，Ackerman 集合論 AST のある命題FS が存在し，

ZF ⊢F ⇔ AST ⊢ FS 
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Ackerman 集合論ZF 集合論

⊢F ⊢FS

・・・φ・・・ ・・・φ'・・・

φが ∀x G(x, y1, ..., yn) なら∀x (set(x) → G(x, y1, ..., yn) )に変換

φが ∃x G(x, y1, ..., yn) なら∃x (set(x) ∧ G(x, y1, ..., yn) )に変換

それ以外ならそのまま

再帰的に適用

Azriel Levy 1959

William Reinhardt
1970

Wikipedia “ackermann set theory” の内容をこちらのスタイルに焼き直した



Pocket Set Theory
• 動機

非常に小さい（弱い）集合論である．小さい集合論を求める動機は二つある．

n通常の数学を構築するための最小限の集合論は何かを知りたい
u通常，数学が関心があるのは整数や実数で集合論は必要以上のものを提供している

感じがある

uこのような数学が可能になる最低限の集合論とは何かを調べたい

n基礎論的な関心
u殆どの数学が集合論を元に構築される．その集合論を確立するために数学基礎論的

な議論がなされる．

u数学基礎論は一階述語論理によって記述されることが多く，そのシンタクスやセマン
ティクスを記述するために集合論が使われる．

uこれは循環論的な感じがする．その緩和のためには，通常の数学ができる範囲で，
できるだけ弱い集合論はなにかを探したい
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Pocket set theory
• 概要

n数学で自然に認識する二つの無限集合がある．自然数の集合 ℕと実数の集合ℝで
ある．それぞれ，基数 ℵ0 と c である．

nここで考える Pocket Set Theory ではそれら二つだけが無限の基数である

nこの理論はほとんどの古典的数学が構築できるくらいには強い

nPocket Set Theory では集合とクラスがある

• 公理
n外延性公理：　要素の等しい集合は等しい

nクラス内包公理 : 任意の論理式φに対し次が成り立つ．ここでset(x) ≡ ∃Y (x∈Y)
u∃A (∀x (x∈A ↔ set(x) ∧ φ(x)))　　　（この A を {x | φ(x)} と書く

n無限集合の公理および真のクラスの公理
以下では集合のペア，順序対，直積，関係，関数などが通常と同じように定義されていると
する．次の公理はこの理論の中に丁度二つの大きさの無限クラスがあることを言っている

u無限集合（真部分集合への全単射がある）が存在する．任意の無限集合は同じサイズで
ある

u任意の真のクラス（集合で無いクラス）のサイズは同じである．また，真のクラスと同じ大
きさのクラスは真のクラスである
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（pokect 続き）

n定義

u無限集合を一つとり，それを I として固定する

uR:={x | x ∉x}
n定理

u空のクラスは集合である

u任意の集合 {x} に対して，{x} は集合である

u任意の集合 x と y に対して，{x, y} , (x, y) は集合である

u任意の論理式φ(x, y) に対してクラス {(x, y) | φ(x, y)} が存在する

n定義

uvon Neumann ordinal とは推移的で∈関係で well-ordered な集合である

n定理

uすべての von Neumann ordinals のクラスは∈関係で well-ordered である

uすべての von Neumann ordinals のクラスは集合ではない

u二つの集合 x, y の間に双方からの injection があれば，x と y は同じサイズである

u選択公理が成り立つ
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（pokect 続き）

n定理（つづき）

u集合はどれかの von Neumann ordinal と同じサイズである

u無限集合である von Neumann ordinal が存在する

uすべての無限 von Neumann ordinal は最初の無限 von Neumann ordinal と同じ
サイズである．これをωと記述する

u℘(ω) は集合ではない

n構成
u通常の，整数，有理数，デデキントのカットによる実数の構成は実施可能である

uすべての実数のクラスは自然数のすべての部分集合のクラスと同じサイズである．し
たがって真のクラスである

u個々の実数は可算個の有理数の集まりであり，集合である

uℝの無限部分集合は I か ℝの大きさに等しい

u連続体仮説が成立する
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クラス付き集合論のまとめ

• VGB（内包公理の限量子を集合に限定）と Kelley-Morse （限定しない）
nVGB は ZFC の保守的拡張

u集合についてはZFC と同等

nKelley-Morse はVGBより真に強い（したがって，ZFC より真に強い）

nVGB も Kelley-Morse も真のクラスはクラスの要素になれない

   （圏論の Sets は扱えるが Cats は扱えない注）

• Ackermann set theory
n強さとしては ZFC と同じ

n真のクラスもクラスの要素になることができる

• A pokect set theory
n上の２つよりかなり弱い集合論

n無限集合の大きさはℵ0 と2ℵ0しかない
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注） 本資料を書いたときは勘違いしていたが，実は，Cats は小さな圏がなす圏であるので，
　　　クラスとして扱うことができることに後できがついた．



参考：圏論の集合論的基礎を探して

• 圏論では集合の圏 Sets，群の圏 Grps，圏の圏 Cats など様々な大
きさの集まりを圏として扱う

• VGB や Kelley-Morse set theoryでは Sets, Grps は扱うことができる
が，クラスがクラスの要素になれないてにCats は扱えない

• Ackermann set theory ではクラスもクラスの要素になれるが，Cats 
は扱えない（この中では一番有望であるが）注）

• 圏論に集合論的基礎を与えることに関する論文を２つ挙げておく

nF.A. Muller, "Sets, Classes, and Categories" British Journal for the 
Philosophy of Science 52 (2001) 539-573
uAckermann set theory に手を入れた ARC という集合論を提案している．

nMichael A. Shulman, “Set theory for category theory”, arXiv, 2008
uジャーナル論文ではないみたい．informal paper と言っている．
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注）前頁と同様の勘違い



参考：グロタンディークの宇宙
Wikipedia “Grothendieck Universe” 英語版から要点を抜粋

• グロタンディーク宇宙（Grothendieck Universe）とは次の性質を持つ集
合 U である
nU は推移的（transitive）である（つまり，x∈U, y∈x → y∈U）

nペア，べき，和集合をとる集合演算で閉じている

ux, y∈U → {x, y}∈U, P(x)∈U,∪x∈U
• 非可算のグロタンディーク宇宙は ZFC のモデルを与える

• グロタンディーク宇宙の要素は small set と呼ばれることがある

• ∅以外のグロタンディーク宇宙が存在することは ZFC では言えない
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ZFC の集合全体（V）

グロタンディーク宇宙U

推移的で，かつ，ペア，べき，和集
合の演算に関して閉じている集合

x
P(x)

グロタンディーク宇宙の構成で，
べき集合をとる演算は U 自身に
適用されることはないので
パラドクスは生じない



参考： von Neumann Universe V
Wikipedia “Von Neumann universe” 英語版から要点を抜粋

• 次のように定義される整礎集合の階層 Vαを合わせたもの
n順序数αに対して集合 Vαを次のように定義する

uV0 := ∅
uVβ+1 := ℘(Vβ)
uVλ := ∪β<λ Vβ
uV := ∪α Vα

n集合 S に対して S∈Vα となる最小のαを S のランク rank(S) という

• Vω は有限集合すべての集合であり，無限公理がない場合の ZFC の
モデルになっている

• Vω+ω はZermelo の集合論のモデルになっている

• κ が到達不能基数なら，Vκ はZFC のモデルになっている．また，Vκ+1 
は Kelley-Morse の集合論のモデルになっている

• V は集合でなく真のクラスである
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アトムがある集合論と
基礎の公理の否定公理がある集合論

{..., ・, ...}
・

．
．

．
・

・

a

・

∈
∈∈

∈ 基礎の公理の否定が
成立する（∈の無限
降下列が存在する）

アトム（要素を持たない
∅以外の「モノ」）が
存在する



Atomがある集合論と
Anti-Foundation Axiom がある集合論

基礎の公理（Axiom of Foundation） が成立しない集合論に２種類ある
n要素を含まないモノとして，∅以外がある集合論 ZFA

uZFC ではすべてのオブジェクトは集合として理論を構築しているが，しかし，これはもと
もとの集合論の意図からは奇異である．なにか predefined なモノがあって，それらを
集めて集合ができていくというのが素朴なイメージである．

uZFA は要素を持たないモノを∅以外にも認めた集合論である（そのようなモノをAtoms
あるいは Urelements と呼ぶ．ur- は非常に程度が高いことを表すドイツ語の前綴り）

u外延性の公理を少し弱める必要がある（Atoms は要素が無いので ∈ で区別できない）

n基礎の公理の逆（AFA:Anti-Foundation Axiom）が成立する集合論
uZFC では基底の公理によって ∈の無限降下列 ... x3 ∈ x2 ∈ x1 は存在しないが，基

礎の公理以外を入れることにより，このような列を許した集合論が提案されている

u今日，”anti-foundation axiom” と言えば，ほとんどが

　“Forti and Honsell” のものを指す．これは Peter Aczel に
　より AFA と呼ばれている．

u一見，病的に見えるかもしれないが，これは数学的な

　興味だけでなく計算機科学の興味からも提案されている
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{・ }

1
{1, {1, {1, {1,  ....}}}}



アトムのある集合論 ZFA （Zermelo-Fraenkel with Atoms）

• Atoms あるいは Urelements と
　呼ばれる集合以外の要素があり

　これらは要素を持たない

• 外延性の公理はそのままの形では∅とAtoms を区別できないため，要
素を持つオブジェクトあるいは∅だけへの適用へと弱められる
n Axiom of Extensionality

u ∀A, B. (A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x ∈B))

n Weak Axiom of Extensionality
u ∀A, B. class(A) ∧ class(B) → (A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x ∈B))
      where class(x)  ≡  (x=∅ ∨ ∃y. y∈x)
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∅

すべてのオブジェクト

Atoms

要素を持たないオブジェクト．ZFC では
これらは無かった．すべての集合は∅を
もとに組み立てられていた

・ 要素を持てる
オブジェクト
（つまり集合）

要素を持たない
けど集合

弱化

要素を持てるオブジェクトを class(・) として表現した

・ ・
・ ・

・・



アトムのある集合論 ZFA（２）

• ZFA := ZFC - 外延性公理 - 選択公理 + 弱外延性公理
弱外延性公理　∀A, B. class(A) ∧ class(B) → (A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x ∈B))

• 基本的に ZFC より弱い公理群なので，ZFC が無矛盾ならこれも無矛盾

• 基礎の公理について（私見）
n∅以外にも要素のない「もの」が存在するので，von Neumann の提案の形では

意味がなくなるような気がする

ux≠∅→∃y∈x ∧ x∩y=∅
nnLab などを調べると，基礎の公理にはいろいろな形があるらしい．もっと素朴に∈

の無限降下列を禁止している述べ方なら良いのかもしれない

• ZF 系統の集合論では，アトムを特殊な集合でシミュレートできる場合が
あるとのこと．New Foundation などではアトムの存在は本質的．

• ZFA を使って，ZFA と 選択公理の独立性を示すことができる
n ZF と選択公理の独立性はもう少し難しく Forcing が必要らしい

nこれは，ZFA のモデルから ZFA + ￢ 選択公理 のモデルを構築することで示す
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ZFA のモデルから ZFA+ ￢ AC のモデルを作る（１）

•  ZFA のモデル
n (M, E) を，ZFA のモデル でアトムの集合 A⊆M が
　無限集合であるものとする

• A の permutation π のM の部分集合への拡張
nπ : A→A を permutation （全単射）とするとき，π*(B)  を B に現れる A の元 a を

π(a) で再帰的に置き換えていったものとする
u例： π*({a, {b}, {c, d}}) = {π(a), {π(b)}, {π(c), π(d)}}

n集合 Mの部分集合 B が support S⊆A を持つとは，S の要素を固定する任意の
permutation π に対して，π*(B) = B となることであるとする．
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(M, E)
A

無限集合

a b c    d π(a) π(b) π(c)  π(d)π*

S は B の support    ≡ S
A

π で
変わる

def π*(B) = Bπ で不変



ZFA のモデルから ZFA+ ￢ AC のモデルを作る（２）

• ZFA + ￢ AC のモデル (M', E')
nM' := {B ⊆ M | B は有限のsupport を持つ集合}, E' は通常の∈とする

n (M', ∈) は ZFA のモデルである
ここでは，ZFA のいくつかの公理が成り立つことを示すにとどめる

ux, y∈M’ ならば {x, y}∈M' 
Ø x と y が supports Sa と Sb を持てば，{x, y} は support Sa ∪ Sb を持つ

ux∈M' ならば ℘(x)∈M', ∪x∈M'
Ø support は変わらない

u分出公理が成立することを示すのは少し難しいらしい．M' がゲーデルの集合に関す
る操作（８つ）で閉じていることを示すことによるとのこと（PlanetLab）
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∃S |S|<∞
A

π で
変わる

π*(B) = Bπ で不変
B⊆M は右のような 
S を持つ



ZFA のモデルから ZFA+ ￢ AC のモデルを作る（３）

n (M', E') には選択公理 (AC) が成り立たない集合がある

uM' に整列不可能な集合があることを示せばよい

Ø整列順序：全順序で任意の部分集合が最小元を持つ

ØZFA と選択公理から整列可能定理が導ける

u実は，アトムの無限集合Aがその整列不可能な集合

ØA∈M' ∵ どんな π : A→A に対しても π(A)=A
ØA の上にはどんな全順序も定義不可能である．

üA の上の全順序 R に有限のサポート S ⊆ A があったとする．

üA は無限集合，S は有限集合であるから，A - S から２つの相異なる
要素 a, b を取り出せる

üR は全順序であるから，その中には (a, b) あるいは (b, a) が入っ
ている．

üa と b を入れ替える permutation を π とすれば，π* は R の a 
と b の順序を逆にする． 

üしたがって，S が R の support であったことに反するので R∉M'
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AFA (Anti-Foundation Axiom)
• 基礎の公理（Axiom of Foundation）に反する公理を持つ集合論もある

n有名なものとしては Forti と Honsell (1983) による Anti-Foundation Axiom 
(AFA 命名は Aczel) がある

• ここでは ZF(C) - Axiom of Foundation + AFA を紹介する

• 準備
n集合は特別な形のグラフ（頂点と有向エッジからなる）と考えることもできる

n例 {a, {b, {c}, d}}
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{a, {b, {c}, d}, {{e}}

a {b, {c}, d} {{e}}

{e}

e

b {c} d

c

集合や要素を頂点，∈関係を有向エッジと
見たグラフは，∈関係が整礎な有向グラフ
である

逆に，整礎な関係は各頂点に集合を
その関係を∈にした集合を割り当てる
ことができる

AFA は「どんなグラフの頂点も集合を一意に
決める」という公理である



ZFC - Axiom of Foundation + AFA
• 定義

nset picture
uR を関係とするとき，field(R) := dom(R) ∪ range(R) とする

u(R, r) が set picture であるとは次の条件が成り立つこととする
Ø R は関係

Ø r∈field(R)
Ø ∃ function f on field(R)
       such that  f(x)={f(y) | y R x}

nZFC では R が整礎であれば (R, r) for r∈field(R) はset picture になる
u整礎：半順序で任意の部分集合に極小元（それ以上小さい元がない元）がある

• AFA (Anti-Foundation Axiom)
n任意の関係 R と r∈field(R)に対して対 (R, r) は set picture になり，それは一意

である
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field(R)
x1

x2
x3 x4

x5

f を以下のようにとればよい
　f(x1)={{x2, x4}, x5}
　f(x2)={x2, x4}
　f(x3)={x3}
　f(x4)={x4}
　f(x5)={x5}

R
例



ZFC - Axiom of Foundation + AFA
• AFA は二つの意義がある

n任意の (R, r) が set picture となる
uAxiom of Foundation を否定する

nその set picture は一意である
u外延公理の非常に強い形

u集合論の公理系の中で，グラフがどういう形で表現されるのかが明確に記述されてい
なかったのので，グラフの同一性をどういう基準で判断するのかが不明

Øグラフの形で（同型を除いて）決めるのなら，x が何でも，x={x} は一つの集合

Ø x ごとに x={x} を異なるグラフと考えるのなら，x の取り得る値だけ，このよう
な自己参照集合があることになる

ü例えば，自己参照グラフ Gaを ({a}, {(a, a}}) とすれば，a が異なればグラ
フ Ga も異なる

（本文の書き方からすると同型のほうの基準で書いてあるような気がする）
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も　　　　　　も set picture を一意に決める
                   （存在するだけでなく）．



ZFC - Axiom of Foundation + AFA
• ZFC - Axiom of Foundation + AFA は ZFC で解釈できる

nbisimulationというテクニックを使う

• ZFC - Axiom of Foundation + AFA にもVα のような集合の階層を構成できる
nH0 := {0, 1}
nHα+1 := {set with set picture (R, r) | R⊆Hα, r∈field(R)}
nHλ := ∪α<λ Hα

nH0 = {∅, {∅}}
nH1 = {∅, {∅}, x={x}}
nHα+2 = ℘(Hα)
nHαはVαと同じサイズ
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計算機科学との関係：Anti-Foundation 公理への要請

• （Haskell など）現代的な関数型言語では call-by-need の機構を持ち，無限
リストが表現できるものがある（下の例は特に Haskell という訳ではない）
n one_seq = pair(1, one_seq)

uone_seq = <1, 1, 1, ...>

n nat_seq(n) =pair(n, nat_seq(n+1))
unat_seq(2) = <2, 3, 4, ...>

n prime_seq(seq) = pair(1st(seq), prime_seq(sieve(1st(seq), 2nd(seq))))
uprime_seq(nat_list(2)) = <2, 3, 5, 7, 11, ...>

• 今，データをすべてを集合で表すとする
n自然数は ∅, {∅}, {∅, {∅}}, ..., x, x∪{x}, ...

n pair(x, y) = <x, y> = {{x}, {x, y}}　　（Kuratowski の順序対)

• 基礎の公理は one_seq など，これら無限リストの解の存在を許さない
n one_list = pair(1, one_list) = {{1}, {1, one_list}}

n one_list ∋ {1, one_list} ∋ one_list （１段置いての∋の巡回が発生）
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Quine の 
New Foundations と

その仲間たち



Quine の New Foundations の概要

• Quine の New Foundations (by W. v. O. Quine 1937)（以下，NF ）
nTyped Set Theory (Russell ら)の一種

n変数の型を陽に書かないようにすることで論理式を書きやすくしてある

u型がないので見た目は ZFC とあまり変わらない

utypical ambiguity という計算機言語の polymorphism に近い概念を利用

nまだ無矛盾であるという証明はされていない

uNFU など NF のいくつかの変種は無矛盾であることが証明されている

n選択公理を否定する（したがって，無限の存在が証明できる）

n全体集合（universal set） {x | x=x} が存在する

nNF の集合全体は圏論的には CCC ではない

n公理

u階層的内包公理（Stratefied Comprehension）

Ø集合 {x | P(x)}  が存在する．ただし，P(x) はタイプ付け可能な論理式

u外延性公理（強い形の外延性公理）

Ø∀AB.(A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x∈B))
2019/6/19 (C) All Copyrights reserved 2019, by Akihiko Koga 94

exp1∉exp2 が現れるときは
exp2にexp1より１だけ大きい型を
割り付けられることが必要



階層的内包公理（Stratefied comprehension）

• 定義
nTyped Set Theory の論理式φに対して，φの中のすべての変数の階数を1増やし

た論理式をφ+ と書く
u例

Ø φ=∀x1∃y2. (x1∈y2) に対してφ+=∀x2∃y3. (x2∈y3) 

n論理式φが階層的（stratefied）であるとは
u次の性質を満たす関数σ : vars(φ) → ℕ が存在すること

Ø φに ... x=y ... が現れたなら，σ(x)=σ(y)
Ø φに ... x∈y ... が現れたなら，σ(x)+1=σ(y)

u例

Ø ∃z. ∀x. ∀y. (x∈z ∧ y∈z →x=y) は階層的

Ø x∈x も x∉x も階層的でない

Ø ∀x∃y(x=y) ∧ ∀x∃y(x∈y) は記述通りなら階層的でないが，同じ内容の階層的
な論理式 ∀x∃y(x=y) ∧ ∀x∃y2(x∈y2) がある．
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NF の公理

• 公理
n （強い）外延性公理

u∀AB.(A=B ↔ ∀x.(x∈A ↔ x∈B))
n階層的内包公理

uφ(x) が階層的論理式なら，{x | φ(x)} は集合である

uNF の階層的内包公理図式は，有限個のインスタンスの集まりと同値である．

uしたがって，NF は有限公理化可能

• 特徴
nすべての集合の集合 V := {x | x=x} が存在する

uV∈V   (なぜなら V=V． x∈x は内包公理に使えないだけ．論理式としては正規．)
n強い外延性公理を採用しており，アトムはない

uQuine は NF での強い外延性公理の採用は，単に便宜上のものと考えていた

uUrelements は，x={x} のような自己参照集合で再解釈できるという具合に！

uこれはZF系統の集合論では意味があるが，NF ではできなかった

uこれが次の NFU の動機にもなっている
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NFU : New Foundations with Urelements
• 概要

nNF に意図としてはアトム（Urelements）を加え，外延性公理を弱めた体系

nR. B. Jensen が 1969 年に NFU が無矛盾であることを証明している

nNFでのほとんどの標準的な数学の構築が NFU でも可能である

nしかし，Zermelo 系に慣れているものからみると，とても奇異（らしい）

• 公理
nAxiom of the Empty Set：

u∀x (x∉∅)
nAxiom of Weak Extensionality

u∀AB (set(A) ∧ set(B)→ (A=B ↔ ∀x (x∈A ↔ x∈B)))
Øここでset(x) ≡ (x=∅ ∨ ∃y(y∈x)) 

nAxiom of Stratefied Comprehension
u∃A (∀x (x∈A ↔ φ(x)))　　（ここでφは階層的論理式．この A を {x | φ(x)} と書く）

（注意）公理系をみると直接はアトムを加えていないことに注意

　　　　（∅の追加と外延性公理の弱化だけ）
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NFU のモデル（１）

• 準備
nM を MacLane set theory - Axiom of Infinity の non-standard モデルとする

unon-standard ：　通常のモデルに無限個の要素を水増ししたモデルを考える（レーベ
ンハイムスコーレムの定理）

n j : M → M を M の自己同型写像で真に集合のランクを下げるものとする

• NFU のモデル
n任意のランクαについて Vα が NFU のモデルである．

nこのときの∈は x∈NFUy iff j(x)∈y ∧ y∈Vj(α)+1 で定義する（Vα内で話が閉じる）
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M
...

M
j

Vα
...

...

Vα

...

...

...
Vj(α)

Vj(α)+1
j

j(α) < α



NFU のモデル（２）

• 解説

nM は non-standard モデルであり，このような j(Vα)=Vj(α) のような同型写像が可
能になっている

nαを自然数 n にとれば，有限の宇宙を持つ NFU のモデルができる（内部的には
無限である）

nA := Vα - Vj(α)+1 がアトム（Urelement）の集合になる

nαが無限で M に選択公理が成り立てば，NFU + Infinity + Choice のモデルがで
きる
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j
Vα

...

...

...

j

j(α) < α

Vα

...

...

...
Vj(α)

Vj(α)+1∈

y
j(x)

∈NFU の定義：　　x∈NFUy 　iff　 j(x)∈y ∧ y∈Vj(α)+1

M M



NFU で数学する（１）

• NFU で数学の基礎を築くアウトラインを示す

• 自然数の構築
n∅を0として，次の自然数を作る操作を A+1 := {a∪{x} | a∈A, x∉a} とする

u0 = ∅
u1 = 0+1 = {{x} | x=x}   x=xはxの条件をまったく課さないという意味

u2 = {{x, y} | x≠y}
　　・・・

uA
uA+1 = {a∪{x} | x∉a}
　　・・・

n自然数の集合ℕ
u0 を含み，x を含むならx+1を含む集合すべての交わりとして定義

uℕの要素を有限集合という

nF := ∪ℕ
nこの自然数の定義は，すべての n 個からなる集合の類を n と決めるわけで，

Frege の自然数の定義に近い
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NFU で数学する（２）

• ペアや直積が定義される
nKuratowski の順序対 {{x}, {x, y}} は x や y の型より２つ高い型になるので

不便． x, y と同じ型の順序対を作る技術がある

• 関係や関数が定義される

• 集合 A の基数はAと全単射がある集合の集合で定義される
n |A| := {B | B と A の間には全単射がある}

• 順序数も同型の整列集合の集合として定義できる

• NFU で記述が難しくなるもの
n indexed families of sets 基数 ki の直積の定義 Πi∈I ki など

　　　　　　・・・
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Holmes 他の 2012 年の文献に，そのほか
数学の実施やパラドクスの回避方法について
かなり詳しく記述されていましたので
追いかけてみると良いと思います



NF の奇妙なところ（Peculiarities of NF）

• On the negative side
nNF の無矛盾性は示されていない

n 「NF　＞ Typed Set Theory ＋無限集合の公理」は示されていない

u「Typed Set Theory ＋無限集合の公理＝MacLane 集合論＋無限集合の公理」

u「Typed Set Theory ＋無限集合の公理　＜　Zermelo の集合論」　（若干だけ）

• On the positive side
nNF では必ずしも選択公理が成り立たないことがあり，したがって無限集合の存在

が証明できる（有限集合だけなら選択は常に可能だから）

uこれは NFU + 選択公理 では，アトムの存在が証明されることを意味する．

Ø NFU の公理は∅の存在，外延性公理の弱化，階層的内包公理しか主張しておら
ず，アトムの存在を明示的には言っていない

Ø class でないものが無ければ，NF になるわけで，そこでは選択公理は否定され
るはずである．したがって，class でないもの，つまりアトムがあることになる．

class(x) ≡ ∃y y∈x であることに注意
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NF の無矛盾な変種いくつか

• NF の無矛盾性は証明されていないが，NFからアトムの存在を許容する
ために外延性公理を弱めただけの NFU は無矛盾性が証明されている

• 他に階層的内包公理 を制限して無矛盾性が証明された体系もある
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NF

NFU

NF3 NFI > NFP

□

無矛盾性は
示されていない

無矛盾性が
示されている

階層的内包公理の制限

外延性公理の
弱化

外延性公理は
そのまま

NF3  ... 階層的内包公理 {x | φ(x) } でφ(x) は３つの型までしか使っていないものに限定
NFI (Mildly Impredicative FN) ... {x | φ(x) } でφ(x) は x の型より１だけ大きい型
　　　　　までに限定
NFP(Predicative NF) ... NFI をさらに，x の型より１だけ大きい変数は束縛されている
　　　　　制限をおく

1969

1969

1983 数字は無矛盾性が
証明された年



NFに関する補足と雑感

• M. R. Holmes [2012]の論文には，この後 NF の次のようなことが記述され
ているが私は読み切れてはいない．興味のある人は各自参照されたい
nNF と ZF 系の集合論の深い関係

nNF での帰納的な定義

• NF 集合論に関する初等的な（？）教科書がある
nRandall Holmes : Elementary Set Theory with a Universal Set,  2012

• NF の無矛盾性のステータス
n2010 年頃から，Holmes が NF の無矛盾性を証明したという論文投稿をおこなって

いるが，まだステータスとしては「証明されていない」のまま

nHolmes 自身も証明が複雑なのは認識しているみたいで，彼のホームページにいく
つもの表現の仕方を載せて，理解の容易化の努力をしているようである

• NF で数学をするのは大変か？
n型の制約から，TST や NF では簡単に概念を組み合わせられないので大変そうに見

えるが，強い型付け言語になれているプログラマにはもしかしたらそれほどでもな
いかもしれないと思うようになってきた．
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Positive Set Theories



Positive Set Theories
• Positive Set Theories：次の２つを含む公理的集合論の一群

n  内包公理’：　Positive な論理式φに対して，{x | φ(x)} はクラスである

uPositive 論理式：　⊥(false)，∈と=に関する原子論理式から論理結合子 ∨，∧，∀，∃
のみで作られた論理式．次のような一般化された Positive 論理式に限定することもある

Ø一般化 Positive 論理式：上の論理式生成操作に領域を限定した限量子を許す

∀y∈A (φ(x, y))≡∀y (y∈A→φ(x, y)) ．P→Q≡￢P∨Qなので￢を限定的に含む

n外延性公理は通常要求される

• 動機
n表面的にはラッセルのパラドクス回避すること（R := {x | x∉x} を作らせない）

n位相数学（Topology）的な動機もある

• 特徴
n大部分は ZFC より弱いが，GPK+

∞ [Olivier Esser 1999]と呼ばれる Positive Set Theory 
は非常に強力である

nGPK+
∞

uKelley-Morse の集合論に Ordinals に関するある公理を追加したものと同等

uほどほどの強さの巨大基数が存在するモデルを持つ
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超準解析向き集合論

• 超準解析（Nonstandard Analysis, Abraham Robinson[1969]）
n 「無限小」の概念を使った解析学（微分，積分など）の体系化

u現在の解析学では「微分」は「極限」の概念を使って定義されている

Ø f'(x) = lim Δ→0 (f(x+Δ) - f(x))/Δ
uしかし，無限小の比としてほうが気持ちがよい（１７世紀の解析学の試み）

Ø f'(x) = (f(x+dx) - f(x))/dx     dx は無限小

uAbraham Robinson(1969) はモデル理論を利用して，任意の実数にそれと無限小だ
け違う非標準的な実数を加えた数の集合 ℝ* を作り出し，微分を無限小の比として定
式化できる理論「超準解析(nonstandard analysis)」を提案した（微分だけでなく
積分など解析学の理論体系をこの数を使って構築した）

Ø 「非標準解析」ではなく「超準解析」という訳語は齋藤正彦によるものとのこと

• 超準解析向き集合論
nRobinson はモデル理論を利用して，数の無限列の同値類を作ることにより実数

を拡張したが，後に，これは集合論を拡張し，標準的な集合のほかに非標準的な
集合を加えることによっても理論化できることが示された

uNelson's IST (Internal Set Theory) (1977)
uVopěnka's alternative set theory (1979)
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修正箇所リスト

• VGB の有限公理化のところで真のクラスに対してペアリングが可能とし
ていた．ただしくは，x, y が集合であるとき，{x, y} も集合になる．本資料
で修正済み．p59

• 圏 Cats は大きい圏も含んでいると勘違いしていた．Cats は小さい圏の
なす圏なので，オブジェクトは集合であり，Cats 自身は VGB や Kelley-
Morse 集合論のクラスとして表せる．p77, p78
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